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Ïóñòü M(0, k, n) � ñõåìà ìîäóëåé Ãèçåêåðà-Ìàðóÿìû ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàí-
ãà 2 ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = k, c3 = n íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P3 íàä
îñíîâíûì ïîëåì K = K õàðàêòåðèñòèêè 0. Îáîçíà÷èì M(k) = M(0, k, 0). Ïîä ìíî-
æåñòâîì îñîáåííîñòåé äàííîãî OP3-ïó÷êà E ìû ïîíèìàåì ìíîæåñòâî Sing(E) = {x ∈
P3 | E íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì â òî÷êå x}. Sing(E) ÿâëÿåòñÿ âñåãäà ñîáñòâåí-
íûì çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì P3 è, áîëåå òîãî, åñëè E � ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê
íåíóëåâîãî ðàíãà, êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà Sing(E) èìååò ðàç-
ìåðíîñòü ìàêñèìóì 1. Êðîìå òîãî, âñþäó äàëåå äëÿ ñòàáèëüíîãî ïó÷êà E ìû íå áóäåì
äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó E è åãî êëàññîì èçîìîðôèçìà [E] êàê òî÷êîé â ïðîñòðàíñòâå
ìîäóëåé.

Îáùèå òî÷êè âñåõ èçâåñòíûõ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè êîìïîíåíò ñõåì M(k), k ≥ 1,
ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷èñòîé ðàçìåðíîñòè, ïðè ýòîì âñå êîìïîíåíòû
ñõåì M(1) è M(2) íàéäåíû [3], â îòëè÷èå îò ñõåìû M(3), ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ êîì-
ïîíåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [4] äîêëàä÷èêà
è À. Ñ. Òèõîìèðîâà îïèñàíû 3 íîâûå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ñõåìû M(3), îáùèå
òî÷êè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè ñ ìíîæåñòâîì îñîáåííîñòåé, ñîäåðæàùèì êîìïîíåí-
òû ðàçìåðíîñòåé 0 è 1. Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèìåðàìè
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ñõåìû Ãèçåêåðà-Ìàðóÿìû, îáùèå òî÷êè êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ ïó÷êàìè ñ îñîáåííîñòÿìè ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè. Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí
îïèñàíèþ îäíîé èç ýòèõ êîìïîíåíò.

Ðàññìîòðèì âM(0, 2, 2) îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâîR � ñõåìó ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðå-
ôëåêñèâíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà P3 ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 = 2, c3 = 2.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè [F ] ∈ R, ïî òåîðåìå Ãðàóýðòà-Ìþëèõà [2], ìíîæåñòâî X[F ] = {l ∈
Gr(2, 4) | l ∩ Sing(F ) = ∅, F |l ≃ 2Ol} ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ãðàññìà-
íèàíà Gr(2, 4) ïðÿìûõ ïðîñòðàíñòâà P3. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî
Hom(F,Ol(2))e ⊂ Hom(F,Ol(2)), ñîñòîÿùåå èç ýïèìîðôèçìîâ φ : F � Ol(2). Äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà φ ∈ Hom(F,Ol(2))e ìû ìîæåì âçÿòü ÿäðî E = ker φ (ïåðåõîä îò F ê
E èíîãäà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì F âäîëü l). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî E
� ñòàáèëüíûé ïó÷îê è îïðåäåëÿåò òî÷êó [E] ñõåìû M(3). Êðîìå òîãî, kerφ ≃ kerφ′

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì g ∈ Aut(Ol(2)) ≃ K∗, òàêîé ÷òî
φ′ = g◦φ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [φ] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè φ ïî ìîäóëþK∗. Òåïåðü ðàññìîò-

ðèì ìíîæåñòâî X = {x = ([F ], l, [φx]) | [F ] ∈ R, l ∈ X[F ], [φx] ∈ P(Hom(F,Ol(2))e)}.
ÏîñêîëüêóR ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé íåïðèâîäèìîé ñõåìîé [1], ìíîæåñòâî X èìååò åñòå-
ñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïðèâåäåííîé íåïðèâîäèìîé ñõåìû. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåííûé èíúåêòèâíûé ìîðôèçì f : X −→ M(3), x →→ [ker φx]. Ïîëîæèì

X := f( X ) ⊂ M(3). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà. Çàìûêàíèå X ñõåìû X â M(3) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé ðàç-

ìåðíîñòè 22, îáùàÿ òî÷êà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì ïó÷êîì ñ îñîáåííîñòÿìè

ñìåøàííîé ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïó÷îê [E] ∈ X , êîòîðûé ñîãëàñíî êîí-
ñòðóêöèè ñåìåéñòâà X âêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùóþ òî÷íóþ òðîéêó:

0 −→ E
ϕ−→ F −→ Ol(2) −→ 0, (1)

ãäå [F ] ∈ R, à l � ïðÿìàÿ â P3, òàêàÿ ÷òî

Sing(F ) ∩ l = ∅, F |l ≃ 2Ol. (2)

Òàê êàê hd(F ) = 1 è dim Sing(F ) = 0, òî Ext≥1(OP3, F ) = Ext≥2(F, F ) = 0 è ïó÷êè
Ext1(F,OP3), Ext1(F, F ) ÿâëÿþòñÿ àðòèíîâûìè. Îòñþäà è èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

Hom(F,Ol(2)) ≃ 2Ol(2), Exti(F,Ol(2)) = Extj(Ol(2), F ) = 0, i ≥ 1, j ≤ 1, (3)

è ìîðôèçì ϕ â (1) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì àðòèíîâûõ ïó÷êîâ

Ext1(F,E)
≃→ Ext1(F, F ). (4)

Àíàëîãè÷íî ââèäó âûòåêàþùåãî èç (1) èçîìîðôèçìà E|U ≃ F |U , U := P3 \ l, èìååì
èçîìîðôèçìû àðòèíîâûõ ïó÷êîâ Ext1(F, F ) ≃ Ext1(F |U , F |U)

≃−→ Ext1(E|U , F |U). Îò-
ñþäà âûòåêàåò âëîæåíèå àðòèíîâà ïó÷êà Ext1(F, F ) â ïó÷îê Ext1(E,F ) â êà÷åñòâå ïðÿ-
ìîãî ñëàãàåìîãî, òàê ÷òî Ext1(E,F ) ≃ Ext1(F, F )⊕Ext1(E,F )|U ′, U ′ = P3\Sing(F ). Çà-
ìåòèì, ÷òî ïó÷îê F |U ′ ëîêàëüíî ñâîáîäåí, ïîýòîìó Ext1(E,F )|U ′ ≃ Ext1(E|U ′, F |U ′) ≃
Ext1(E|U ′,OU ′)⊗F |U ′. Êðîìå òîãî, Ext2(Ol(2),OU ′) ≃ (detNl/P3)(−2) ≃ Ol. Ïðèìåíÿÿ
ê òî÷íîé òðîéêå (1), îãðàíè÷åííîé íà U ′, ôóíêòîð Hom(−,OU ′) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ââè-
äó ëîêàëüíîé ñâîáîäû ïó÷êà F |U ′ ïó÷êè Ext1(F |U ′,OU ′) è Ext2(F |U ′,OU ′) çàíóëÿþòñÿ,
íàõîäèì Ext1(E|U ′,OU ′) ≃ Ol. Ïîýòîìó ââèäó (2) èìååì Ext1(E,F )|U ′ ≃ 2Ol. Îòñþäà
ñëåäóåò èçîìîðôèçì

Ext1(E,F ) ≃ Ext1(F, F )⊕ 2Ol. (5)

Äàëåå, ââèäó (3) ïðèìåíåíÿÿ ê òðîéêå (1) ôóíêòîðû Hom(F,−), Hom(−, E) è
ó÷èòûâàÿ (2)-(4) è èçîìîðôèçìû Ext1(Ol(2), E) ≃ Hom(Ol(2),Ol(2)) ≃ Ol, ïîëó÷àåì
òî÷íûå òðîéêè 0 → Hom(F,E) → Hom(F, F ) → 2Ol(2) → 0, 0 → Hom(F,E) →
Hom(E,E) → Ol → 0.

ÌîíîìîðôèçìE ↩→ F â (1) èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì τ : Hom(E,E) ↩→ Hom(F, F ),
ïðè÷åì coker τ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûì Ol-ïó÷êîì. Äâå ïîñëåäíèå òðîéêè è
ìîíîìîðôèçì τ âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó, ïîëó÷åííóþ ïðèìåíåíèåì
ôóíêòîðîâ Hom(F,−) è Hom(E,−) ê òðîéêå (1). Èç ýòîé äèàãðàììû ïî ëåììå î çìåå
ñëåäóåò, ÷òî coker τ ≃ Ol(4). Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ôóíêòîðà Hom(E,−)
ê (1) ìû ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ Ol(4) −→ Hom(E,Ol(2)) −→ Ext1(E,E) −→ Ext1(E,F ) −→

−→ Ext1(E,Ol(2))
ψ−→ Ext2(E,E).

(6)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ê (1) ôóíêòîðHom(−,Ol(2)) è ó÷èòûâàÿ (3) è Exti(Ol,Ol)

≃

2
i


Ol(i), ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → Ol → 2Ol(2)

γ→ Hom(E,Ol(2)) →
2Ol(1) → 0 è èçîìîðôèçì Ext1(E,Ol(2)) ≃ Ext2(Ol(2),Ol(2)) ≃ Ol(2). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî imγ � ëîêàëüíî ñâîáîäíûéOl-ïó÷îê, à çíà÷èò, îí èçîìîðôåíOl(4). Êðîìå òî-
ãî, ïðèìåíÿÿ ê (1) ôóíêòîð Hom(−, E) ìû ïîëó÷èì Ext2(E,E) ≃ Ext3(Ol(2), E) ≃ 0,
ïîñêîëüêó hd(F ) = 1 è hd(Ol) = 2. Òàêèì îáðàçîì, èç (5), (6) è òîãî ôàêòà, ÷òî
Ext1(F, F ) � àðòèíîâ ïó÷îê, ñëåäóåò òî÷íàÿ òðîéêà 0 → 2Ol(1) → Ext1(E,E) →
Ext1(F, F )⊕Ol(−2) → 0. Îòñþäà h0(Ext1(E,E)) = 4 + h0(Ext1(F, F )).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, òî÷íà òðîéêà 0 → Hom(E,E)
τ→ Hom(F, F ) → Ol(4) →

0. Òàê êàê ïó÷êèE è F ñòàáèëüíû, òî îíè ïðîñòû, ò. å. h0(Hom(E,E)) = h0(Hom(F, F ))
= 1. Îòñþäà è èç ëåììû ñëåäóþò ðàâåíñòâà

h1(Hom(E,E)) = 5 + h1(Hom(F, F )), h2(Hom(E,E)) = 0. (7)

Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà H2(Hom(F, F )) = 0 (ñì. [4, Lemma 1]) è [1, òåîðåìà 2.8] èìå-
åì h0(Ext1(F, F )) + h1(Hom(F, F )) = dim Ext1(F, F ) = dim R = 13. Ñëåäîâàòåëüíî,
ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷åííîå âûøå ðàâåíñòâî äëÿ h0(Ext1(E,E)) è òî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 0 → H1(Hom(E,E)) → Ext1(E,E) → H0(Ext1(E,E)) → H2(Hom(E,E)),
íàõîäèì dimExt1(E,E) = 22. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçìåðíîñòü ñõåìû X ðàâíà dim X =

dim X = dim R+ dim Gr(2, 4) + dim P(Hom(F,Ol(2))e) = 22. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè [E] ∈ X èìååò ìåñòî dim Ext1(E,E) = dim X . Ñëåäîâàòåëüíî, çàìûêàíèå
X � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ðàçìåðíîñòè 22 ñõåìû M(3). Èç êîíñòðóêöèè ñõåìû
X âèäíî, ÷òî îáùàÿ òî÷êà [E] ∈ X ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì ïó÷êîì ñ îñîáåííîñòÿìè
íà l ⊔ Sing(F ). Ïîñêîëüêó dim Sing(F ) = 0, îñîáåííîñòè ïó÷êà E èìåþò ñìåøàííóþ
ðàçìåðíîñòü. �
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