
Клейновы особенности и их применения

Известно, что конечные подгруппы группы SL(2,C) классифицируются
диаграммами Дынкина без кратных связей, то есть 𝐴𝐷𝐸-диаграммами.
Клейнова особенность — это аффинное многообразие вида C2/𝐺, где 𝐺
— конечная подгруппа SL(2,C). Клейновы особенности и их деформации
допускают различные характеризации и имеют применения в различных
разделах математики.

Основные свойства разрешений особенностей Клейновых деформа-
ций содержатся в следующей теореме, доказанной Слодови [3]:

Theorem 0.1. Пусть 𝑌 = C2/𝐺 — Клейнова особенность типа ∆.

Тогда

1. 𝑌 обладает минимальным разрешением особенностей 𝜋 : 𝑋 → 𝑌 :
любое другое разрешение особенностей пропускается через 𝜋.

2. Исключительный слой 𝐿 = 𝜋−1(0) представляет из себя объедине-

ний нескольких проективных прямых P. Их количество совпадает

с количеством вершин в графе ∆. Более того, существует биек-

ция между проективными прямыми и вершинами ∆ такая, что

две прямые пересекаются тогда и только тогда, когда соответ-

ствующие вершины в графе ∆ соединены ребром.

Также 𝑋 и 𝑌 могут быть получены как колчанные многообразия [6].
Одна из характеризаций Клейновых особенностей связана с просты-

ми алгебрами Ли соответствующего типа. Пусть 𝐺 — простая группа Ли
типа ∆ = 𝐴𝑟, 𝐷𝑟 или 𝐸𝑟, g — ее алгебра Ли, h — подалгебра Картана,
𝑊 — группа Вейля. Теорема Шевалле утверждает, что g/𝐺 изоморфно
h/𝑊 . Обозначим проекцию с g на h/𝑊 за 𝛾. Пусть 𝑥 — субрегулярный
нильпотентный элемент g, 𝑆 — трансверсальный слайс к 𝐺𝑥 в точке 𝑥.
Тогда верна следующая теорема, сформулированая Брискорном и дока-
занная в полной общности Слодови [7]:

Theorem 0.2. 1. Обозначим за 𝑁𝑖𝑙(g) множество нильпотентных

элементов g. Тогда 𝑆 ∩𝑁𝑖𝑙(g) — подмнообразией с Клейновой осо-

бенностью типа ∆.

2. 𝛾|𝑆 является полууниверсальной деформацией особенности (𝑆∩𝑁𝑖𝑙(g), 𝑥).

Аналитический аналог Клейновых особенностей — простые особен-
ности — активно используется в теории особенностей гладких отображе-
ний [4].
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Поставленная задача и результаты

Предположим, что две конечные подгруппы SL(2) вложены друг в дру-
га: 𝐺1 ⊂ 𝐺2. Тогда соответствующие подалгебры инвариантов вложе-
ны в другую сторону: C[𝑢, 𝑣]𝐺2 ⊂ C[𝑢, 𝑣]𝐺1. Обозначим соответствующее
вложение буквой 𝑖.

Рассмотрим функтор gr взятия ассоциированной градуированной ал-
гебры. Этот функтор действует из категории фильтрованных алгебр в
категорию градуированных алгебр. Допуская нестрогость обозначений,
обозначим за gr естественное отображение из 𝐴 в gr𝐴. Попытаемся клас-
сифицировать морфизмы фильтрованных алгебр 𝜑 такие, что gr𝜑 = 𝑖.
Условие gr𝜑 = 𝑖 равносильно тому, что

1. 𝜑 действует из𝐴2 в𝐴1, где𝐴𝑗 —фильтрованная деформацияC[𝑢, 𝑣]𝐺𝑗 .

2. Для любого элемента 𝑥 алгебры 𝐴2 выполнено равенство gr𝜑(𝑥) =
𝜑(gr(𝑥)).

Назовем такие гомоморфизмы фильтрованных алгебр 𝜑 фильтрован-
ными деформациями вложения C[𝑢, 𝑣]𝐺2 в C[𝑢, 𝑣]𝐺1.

Задача о классификации деформаций этого вложения является ша-
гом на пути к обобщению метода орбит на полупростые алгебры Ли.
Отображение из присоединенных орбит в множество примитивных иде-
алов построено в работе [5].

В дальнейшем мы будем предполагать, что 𝐺1 нормальна в 𝐺2. То-
гда существует серия деформаций 𝑖 следующего вида. Пусть 𝑐 — элемент
𝑍(C[𝐺1])∩𝑍(C[𝐺2]). Рассмотрим алгебры 𝒪1

𝑐 , 𝒪2
𝑐 , где алгебра 𝒪𝑗

𝑐 явля-
ется фильтрованной 𝐶𝐵𝐻-деформацией [1] алгебры C[𝐺𝑗] с параметром
𝑐. Нетрудно доказать, что

1. Группа 𝐺2/𝐺1 действует на 𝒪1
𝑐 .

2. Соответсвующая подалгебра инвариантов (𝒪1
𝑐)
𝐺2/𝐺1 совпадает с 𝒪2

𝑐 .

3. Получившееся вложение 𝒪1
𝑐 в 𝒪2

𝑐 , которое мы обозначим буквой 𝜄,
является деформацией вложения C[𝑢, 𝑣]𝐺2 в C[𝑢, 𝑣]𝐺1.

Полученный результат заключается в следующем:

Theorem 0.3. Пусть 𝜑 – такая деформация вложения, что алгеб-

ры 𝐴1, 𝐴2 коммутативны. Тогда существует такой параметр 𝑐 ∈
𝑍(C[𝐺2]) ∩ 𝑍(C[𝐺1]) и изоморфизмы фильтрованных алгебр 𝜓1 : 𝐴1 →
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𝒪1
𝑐 , 𝜓2 : 𝐴2 → 𝒪2

𝑐 , что следующий квадрат коммутативен:

𝐴1
𝜑 //

𝜓1
��

𝐴2

𝜓2
��

𝒪1
𝑐

𝜄 //𝒪2
𝑐

Приведем конкретный пример деформации вложения в случае 𝐶3 ⊂

𝐶6. Группа 𝐶𝑛 порождается матрицей

(︂
𝜀 0
0 𝜀−1

)︂
, где 𝜀 = 𝑒

2𝜋𝑖
𝑛 . Подалгебра

инвариантов группы 𝐶𝑛 порождается элементами 𝑥 = 𝑢𝑣, 𝑦 = 𝑢𝑛, 𝑧 = 𝑣𝑛

и задается одним соотношением: 𝑥𝑛 = 𝑦𝑧. Произвольная коммутативная
деформация C[𝑢, 𝑣]𝐶𝑛 выглядит как C[𝑥, 𝑦, 𝑧]/(𝑦𝑧 − 𝑥𝑛 −

∑︀𝑛−2
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥

𝑖), где
𝑎𝑖 ∈ C.

Рассмотрим коммутативную фильтрованную деформацию𝐴1 = C[𝑥, 𝑦, 𝑧]/(𝑦𝑧−
𝑥3−𝑥−1) алгебрыC[𝑢, 𝑣]𝐶3 и коммутативную деформацию𝐴2 = C[𝑥, 𝑦, 𝑧]/(𝑦𝑧−
(𝑥3 + 𝑥 + 1)2) алгебры C[𝑢, 𝑣]𝐶6. Отображение из 𝐴2 в 𝐴1, отправляю-
щее 𝑥, 𝑦, 𝑧 в 𝑥, 𝑦2, 𝑧2 соответственно, является деформацией вложения
C[𝑢, 𝑣]𝐶6 в C[𝑢, 𝑣]𝐶3.
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