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Àëåêñàíäðà Êóçíåöîâà

1 Ïîñòàíîâêà âîïðîñà

Ñ ëþáûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì åñòåñòâåííî ñâÿçàíî äâå ãðóïïû ïðåîáðà-
çîâàíèé, à èìåííî ãðóïïà ðåãóëÿðíûõ è ãðóïïà áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îáå îíè ñîâïàäàþò è êîíå÷íû, îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, îêàæåòñÿ, ÷òî â îòëè÷àå îò
Aut(Pn) = PGL(n+1,C), ãðóïïà áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Bir(Pn) áåñêîíå÷-
íîìåðíà ïðè n > 2. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Êðåìîíû ðàíãà n è ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü èíòåðåñíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ.

Îäèí èç ñïîñîáîâ èçó÷èòü íåîáîçðèìî áîëüøóþ ãðóïïó ýòî ïåðåéòè ê åå êîíå÷-
íûì ïîäãðóïïàì, ïîýòîìó ìû ñîáèðàåìñÿ èçó÷àòü p-ïîäãðóïïû äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë
p (ïîäãðóïïû ïîðÿäêà pn, âîçìîæíî íåàáåëåâû) â ãðóïïàõ Êðåìîíû. Òàêèå ïîä-
ãðóïïû â ãðóïïàõ áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ óæå èçó÷àëèñü: òàê, íàïðèìåð,
â ñòàòüå Ïðîõîðîâà è Øðàìîâà [PS16] îïèñàíû p-ïîäãðóïïû ãðóïïû Êðåìîíû ðàíãà
3 äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé p è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ p ≥ 17 ëþáàÿ p-ïîäãðóïïà Bir(P3)
àáåëåâà ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ îáðàçóþùèìè.

Íàøà öåëü � èçó÷èòü ñëó÷àé p = 3, òî åñòü äàòü íåêîòîðîå îïèñàíèå âñåì 3-
ïîäãðóïïàì ãðóïï Êðåìîíû ðàíãîâ äâà è òðè. Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü X ðàöèîíàëüíî-ñâÿçíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è G íåêîòîðàÿ

3-ïîäãðóïïà â åãî áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìàõ. Òîãäà

1. åñëè dimX = 2, òî ó G íå áîëåå 3 îáðàçóþùèõ.

2. åñëè dimX = 3, òî ó G íå áîëåå 6 îáðàçóþùèõ.

Ýòà òåîðåìà âëå÷åò óòâåðæäåíèå, îïèñûâàþùåå 3-ïîäãðóïïû ãðóïï Êðåìîíû
ðàíãîâ äâà è òðè:

Ñëåäñòâèå 1.2. Ëþáàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû Bir(P2) èìååò íå áîëåå 3 îáðàçóþùèõ.
Ëþáàÿ 3-ïîäãðóïïà Bir(P3) èìååò íå áîëåå 6 îáðàçóþùèõ.

2 Ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà

Âàæíåéøèé ôàêò, êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî äåéñòâèå
ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåãóëÿðèçóåòñÿ:

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ([PS14, Ëåììà-îïðåäåëåíèå 3.1 ]). Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ êî-

íå÷íóþ ïîäãðóïïó G â ãðóïïå Bir(X). Òîãäà íàéäåòñÿ ãëàäêîå G-ìíîãîîáðàçèå X̃ è

G-ýêâèâàðèàíòíîå áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X̃ 99K X.
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Â ñâåòå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû áóäåì äåéñòâîâàòü òàê:

• Ìû íà÷èíàåì ñ ðàöèîíàëüíî-ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X è 3-ïîäãðóïïû G â
ãðóïïå Bir(X);

• Ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 2.1 ìû çàìåíÿåì X íà ìíîãîîáðàçèå X̃ íà êîòîðîì
G äåéñòâóåò ðåãóëÿðíî;

• Ïðèìåíÿÿ G-ýêâèâàðèàíòíóþ ïðîãðàììó ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé, ìû ïåðåõî-
äèì ê ìîäåëè X0 ñ ðåãóëÿðíûì äåéñòâèåì G è ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî
ýòîãî äåéñòâèÿ.

• Â òàêîì ñëó÷àå X0 ýòî ðàññëîåíèå Ìîðè èëè æå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ òî÷íûì
ðåãóëÿðíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G.

Òàêèì îáðàçîì íàì äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ ðåãóëÿðíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ ðàññëîåíèé Ìîðè è ìíîãîîáðàçèé Ôàíî â ðàçìåðíîñòÿõ äâà è òðè.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå âñå îòíîñèòåëüíî ïðîñòî: ðàññëîåíèå Ìîðè â ýòîì ñëó÷àå
ýòî ðàññëîåíèå íà êîíèêè, à äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ýòî ïîâåðõíîñòè äåëü
Ïåööî. Âñå ýòè îáúåêòû õîðîøî èçó÷åíû è èñïîëüçóÿ ðàçíîîáðàçíûå èõ ñâîéñòâà
ìîæíî çàêëþ÷èòü æåëàåìûé ðåçóëüòàò.

3 Òðåõìåðíûé ñëó÷àé

Â ðàçìåðíîñòè òðè âñå ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå: â ýòîì ñëó÷àå ïðîãðàììà ìè-
íèìàëüíûõ ìîäåëåé ìîæåò âûäàâàòü ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ïîýòîìó, ïðè-
ìåíÿÿ óêàçàííóþ âûøå ñòðàòåãèþ, ìû ïîëó÷àåì ìíîãîîáðàçèå X0 îäíîãî èç òðåõ
òèïîâ:

• X0 � ðàññëîåíèå Ìîðè, òî åñòü ðàññëîåíèå íà G-ìèíèìàëüíûå ðàöèîíàëüíî-
ñâÿçíûå ïîâåðõíîñòè íàä P1 èëè æå ðàññëîåíèå íà êîíèêè íàä äâóìåðíîé G-
ìèíèìàëüíîé ðàöèîíàëüíî-ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòüþ;

• X0 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì íåãîðåíøòåéíîâûõ òåðìè-
íàëüíûõ îñîáåííîñòåé;

• X0 � ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ íå áîëåå ÷åì ãîðåíøòåéíîâûìè òåðìèíàëüíûìè
îñîáåííîñòÿìè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷àåì îöåí-
êó 4 íà êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ G.

Âî âòîðîì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìû íåêîòîðûå âûâîäû èç òåîðèè òåðìèíàëüíûõ
îñîáåííîñòåé, à èìåííî òàêîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ðèìàíà�Ðîõà â îñîáîì ñëó÷àå:

Ïðåäëîæåíèå 3.1 ([Ried87]). Åñëè Y ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ m íåãîðåíøòåéíîâûìè

òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè, òî m ≤ 16.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, ìû âèäèì, ÷òî äëèíà îðáèòû G, ñîäåðæàùåé îñîáóþ òî÷-
êó x ∈ X0, íå áîëüøå 9 è, îöåíèâàÿ ñòàáèëèçàòîð, ×òîáû îöåíèòü ñòàáèëèçàòîð
èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå:
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Ïðåäëîæåíèå 3.2 ([Pop14, Ëåììà 4]). Ïóñòü ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà

ìíîãîîáðàçèè Y è ñîõðàíÿåò íåêîòîðóþ òî÷êó x, òîãäà êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

G→ GL(Tx) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Ìû ìîæåì ïîäíÿòü äåéñòâèå ñòàáèëèçàòîðà H òî÷êè x äî äåéñòâèÿ åãî ðàñøè-
ðåíèÿ H̃ íà ãîðåíøòåéíîâîì íàêðûòèè X0 è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ H̃ ⊂ GL(Tx̃) =
GL(4,C), ãäå x̃ ïðîîáðàç x â ãîðåíøòåéíîâîì íàêðûòèè. Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî
îáðàçóþùèõ H̃, à çíà÷èò è H îöåíèâàòåñÿ ÷èñëîì 4, ñëåäîâàòåëüíî ó G íå áîëüøå
6 îáðàçóþùèõ.

Òðåòèé ñëó÷àé ýòî ñëó÷àé ãîðåíøòåéíîâûõ òåðìèíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî.
Çäåñü ìû, ïðèìåíÿåì òåîðåìó Íàìèêàâû î ñãëàæèâàíèè:

Ïðåäëîæåíèå 3.3 ([Nam97]). Ïóñòü Y � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî ñ íå

áîëåå ÷åì ãîðåíøòåéíîâûìè òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïëîñêèé ñîáñòâåííûé ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé Y → C, òàê ÷òî Y èçîìîðôíî ñëîþ

Y0 íàä òî÷êîé 0, à îáùèé ñëîé Yz � ãëàäêèé è êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê Y âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç êîãîìîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû îáùåãî ñëîÿ.

Òàêèì îáðàçîì ìû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæåì îöåíèòü êîëè÷åñòâî îñîáûõ
òî÷åê ÷èñëîì 9 è ïðèìåíèòü òó æå ñòðàòåãèþ, ÷òî è â ñëó÷àå íåãîðåíøòåéíîâûõ
îñîáåííîñòåé. Êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ G îöåíèòñÿ ÷èñëîì 6.

Îñòàåòñÿ èçó÷èòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî è íåáîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ ãîðåíøòåéíîâûìè òåðìèíàëüíûìè îñîáåííî-
ñòÿìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóþò ÿâíûå îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé è ïîëüçóÿñü èìè
ìû ïîëó÷àåì âñå òó æå îöåíêó 6 íà êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ ãðóïïû G.
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