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Ñèíãóëÿðíûå ìîäóëè

Áèãîëîìîðôèçì ìåæäó H/Γ è CP1 çàäà¼òñÿ j�èíâàðèàíòîì

j(τ) :=
E34(τ)

∆(τ)
= q−1 + 744+ · · · . J(τ) := j(τ)− 744 .

Êàêîâû çíà÷åíèÿ j äëÿ êîíêðåòíûõ τ? Íàïðèìåð,

j

(
1+ i

√
3

2

)
= 0 , j(i) = 1728 , j

(
1+ i

√
15

3± 1

)
=

−191025∓ 85995
√
5

2
.

Ïóñòü Qd (ïðè íàòóðàëüíîì d ñ d ≡ 0, 3 (mod 4)) � ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
[a,b, c](X,Y) := aX2 + bXY + cY2 (a, b, c ∈ Z) ñ äèñêðèìèíàíòîì
b2 − 4ac = −d, à αQ äëÿ òàêîé ôîðìû Q � òàêîå (åäèíñòâåííîå) τ ∈ H,
÷òî Q(τ, 1) = 0.
Ñèíãóëÿðíûå ìîäóëè � ýòî j(αQ) äëÿ âñÿêèõ αQ ñ Q ∈ Qd äëÿ ëþáîãî d.
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Ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíûõ ìîäóëåé

Äëÿ αQ âûøå ñ (a,b, c) = 1 (ò.å. ïðèìèòèâíûì Q) ÷èñëî j(αQ) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè öåëûì, ñòåïåíè h(−d) (÷èñëî ïðèìèòèâíûõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè â Qd/Γ) íàä Q, à ðàñøèðåíèå Q(αQ, j(αQ))/Q(αQ) (åñëè
−d � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ Q(αQ), à íå (êàê â îáùåì ñëó÷àå) êâàäðàòíîå
êðàòíîå åãî) � ìàêñèìàëüíîå íåðàçâåòâë¼ííîå àáåëåâåî ðàñøèðåíèå ïîëÿ
Q(αQ) (è îíî òîæå ñòåïåíè h(−d)).

Ó ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (íàä C) åñòü íåñêàëÿðíûé ýíäîìîðôèçì ⇔ å¼
j�èíâàðèàíò åñòü ñèíãóëÿðíûé ìîäóëü.
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Ñëåäû

Ñ âåñàìè wQ := |ΓQ| (êîòîðûå áóäóò 1, 2 èëè 3) ââåä¼ì ÷èñëî êëàññîâ
Êðîíåêåðà�Ãóðâèöà H(d) è ôóíêöèþ ñëåäà t(d):

H(d) :=
∑

Q∈Qd/Γ

1

wQ

, t(d) :=
∑

Q∈Qd/Γ

J(αQ)

wQ

.

Íàïðèìåð, H(3) = 1/3 è t(3) = −248, H(4) = 1/2 è t(4) = 492.

Ñ θ1(τ) :=
∑

n∈Z(−1)nqn
2

, E4(τ) = 1+ 240
∑∞

n=1 σ3(n)q
n è

η(τ) := q1/24
∏∞

n=1(1− qn) ïîñòðîèì (ìåðîìîðôíóþ) ìîäóëÿðíóþ ôîðìó
âåñà 3/2 (íàä Γ0(4)):

g(τ) := θ1(τ)
E4(4τ)

η(4τ)6
= q−1 − 2+ 248q3 − 492q4 + · · · .

Îáîçíà÷èì çà B(d) êîýôôèöèåíò ïðè qd â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ôîðìû g(τ).
Áóäåì äîêàçûâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d ñ
d ≡ 0, 3 (mod 4)

t(d) = −B(d) .
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Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà B(d)

Ñ îïåðàöèåé (
∑

n anq
n) | U4 :=

∑
n a4nq

n è ôóíêöèåé θ(τ) :=
∑

n q
n2

ôóíêöèè (gθ) | U4 è 4[g, θ]1 | U4 = (g′(τ)θ(τ)− 3g(τ)θ′(τ)) | U4 åñòü
(ãîëîìîðôíûå) ìîäóëÿðíûå ôîðìû âåñîâ 2 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà
gθ | U4 = 0 è [g, θ]1 | U4 = λE4, è (ñ σ3(0) := 1/240) äëÿ n ≥ 0 èìååì∑

r∈Z
B(4n− r2) = 0 ,

∑
r>0

r2B(4n− r2) = σ3(n) .

Òàê êàê ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò g(τ) îäíîçíà÷íî, òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ t(d) (ñì. ÷àñòè 3 è 4 íèæå).
Ïåðâîå èç íèõ (ïðè n ≥ 1):

∑
|r|<2

√
n

t(4n− r2) =


−4 n � êâàäðàò

2 4n+ 1 � êâàäðàò

0 èíà÷å

.
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Ìîäóëÿðíûé ìíîãî÷ëåí

Ïóñòü Mn � ìíîæåñòâî ìàòðèö â M2(Z) ñ îïðåäåëèòåëåì n. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

Ψn(X, τ) =
∏

M∈Γ\Mn

(X− j(Mτ)) .

Êîýôôèöèåíò ïðè Xk åñòü ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà H/Γ ñ íå áîëåå ÷åì
ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè; ïîýòîìó � èç C[j(τ)]. Öåëûå
êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ó j(τ) äàþò Ψn ∈ Z[ζn][X]((q1/n)), à
ó÷¼ò äåéñòâèÿ Ãàëóà íà ζn äà¼ò Ψn ∈ Z[X]((q)) = Z[X]((j−1)). Âìåñòå ñ
óòâåðæäåíèåì ðàíåå ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ò.í. ìîäóëÿðíûé
ìíîãî÷ëåí Ψn ∈ Z[X,Y], ÷òî Ψn(X, j(τ)) ðàâíî

∏
M∈Γ\Mn

(X− j(Mτ)).

Äèàãîíàëüíîå îãðàíè÷åíèå Ψn(X,X) ïðè íåêâàäðàòíîì n îêàçûâàåòñÿ
íåíóëåâûì è ïðèâåä¼ííûì (÷åðåç ïîäñòàíîâêó X = j(τ) è ðàçëîæåíèå
Ôóðüå). Ïîýòîìó j(αQ) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè öåëûì íàä Q.
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Ðàâåíñòâî Êðîíåêåðà

Ïóñòü n � íå êâàäðàò. Ñ Hd(X) :=
∏

Q∈Qd/Γ
(X− j(αQ))

1/wQ èç-çà
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äëÿ ìàòðèö èç Mn è êîðíåé
αQ äëÿ Qr2−4n, |r| < 2

√
n, èìååì

Ψn(X,X) = const ·
∏

|r|<2
√
n

Hd(X) .

Òàê êàê Hd(j(τ)) = q−H(d)(1+ t(d)q+O(q2)) è

Ψn(j(τ), j(τ)) =
∏
ad=n

d∏
b=1

(
j(τ)− j

(
aτ + b

d

))
=

=
∏
ad=n

(q−d − q−a)(1+O(q>1)) =

=
∏
ad=n

±q−max{a,d}(1− δ|a−d|,1q+O(q2)) ,

òî ïîëó÷àåì ïåðâîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà t(d) âûøå (ñ
îãðàíè÷åíèåì íà n).
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Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ

Äëÿ êâàäðàòíîãî n ìíîãî÷ëåí Ψn(X,Y) äåëèòñÿ íà Ψ1(X,Y) = X−Y,
ïîýòîìó ðàçëàãàåì îáå ÷àñòè âìåñòî ðàâåíñòâà òàêîãî:

Ψn(X,Y)

Ψ1(X,Y)

∣∣∣∣
X=Y

= C ·

 ∏
|r|<2

√
n

H4n−r2(X)

/∏
|r|<2

H4−r2(X)

 .

Ïàðàëëåëüíî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå íà H(d):

∑
|r|<2

√
n

H(4n− r2) =
∑
d|n

max{d, n/d}+

{
1/6 n � êâàäðàò

0 èíà÷å
.
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Âòîðîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Âòîðîå äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå � ýòî

∑
1≤r<2

√
n

r2t(4n− r2) = −240σ3(n) +


−8n n � êâàäðàò

4n+ 1 4n+ 1 � êâàäðàò

0 èíà÷å

.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Λd(τ) :=
d
dτ lnHd(j(τ)) =

∑
Q∈Qd/Γ

1
wQ

j′(τ)
j(τ)−j(αQ) . Ýòî �

ìåðîìîðôíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà âåñà 2, ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè,
èìåþùàÿ ïîëþñà â αQ,Q ∈ Qd ñ âû÷åòîì 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ
íåêâàäðàòíîãî n õàðàêòåðèçóþòñÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íèæå (÷òî è
äîêàçûâàåò åãî):

E4(τ)E6(τ)

∆(τ)

∑
M∈Γ\Mn

(E4 | M)(τ)

j(τ)− j(Mτ)
=

1

4πi

∑
|r|<2

√
n

(r2 − n)Λ4n−r2(τ) .
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Âòîðîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Òàê êàê − 1
2πiΛd(τ) = H(d) + t(d)q+O(q2), òî ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò

êîýôôèöèåíòíîì ïðè q âûðàæåíèå 1
2

∑
|r|<2

√
n(n− r2)t(4n− r2).

Ó ëåâîé ÷àñòè êîýôôèöèåíò ïðè q òàêîâ:∑
ad=n
a<d

a3(240δa,1σ3(n) + δa,d−1) +
∑

ad=n
a>d

−a3δa,d+1, îòñþäà ïîëó÷àåì âòîðîå

ñîîòíîøåíèå. Äëÿ êâàäðàòíûõ n � àíàëîãè÷íî (è òåîðåìà äîêàçàíà). Äëÿ
H(d) ïîëó÷èì

∑
|r|<2

√
n

(n− r2)H(4n− r2) =
∑
d|n

min{d, n/d}3 −

{
n/2 n � êâàäðàò

0 èíà÷å
.
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Ôîðìû ïîëóöåëîãî âåñà

Ïðîñòðàíñòâî M!
k+ 1

2

(Γ0(4)) ñîñòîèò èç ïî÷òè ãîëîìîðôíûõ ôîðì f : H → C
âåñà k+ 1

2
, ò.å.

• f ãîëîìîðôíà íà H
• f
(
aτ+b
cτ+d

)
=
(
c
d

) (−4
d

)−k− 1
2 (cz+ d)k+

1
2 f(τ) äëÿ

(
a b
c d

)
∈ Γ0(4)

• f ìåðîìîðôíà íà êàñïàõ äëÿ Γ0(4)

Ïëþñ�ïîäïðîñòðàíñòâî M!
k+ 1

2

ñîñòîèò èç ôîðì îòñþäà ñ ðàçëîæåíèåì

âèäà
∑

n≫0
(−1)kn≡0,1 (mod 4)

cnq
n. Íàïðèìåð, ñîäåðæèò ôîðìó g(τ) (ïðè k = 1)

èëè θ(τ) (ïðè k = 0).
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Ôîðìû fd è gD

Â M!
1
2

è M!
3
2

ìîæíî âçÿòü áàçèñû, ñîñòîÿùèå èç ôîðì fd, d ≥ 0,d ≡ 0, 1

(mod 4) è gD, d > 0, d ≡ 0, 3 (mod 4) îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûå
ðàçëîæåíèÿìè â áåñêîíå÷íîñòè

fd(τ) = q−d +O(q) , gD(τ) = q−D +O(q) .

Íàïðèìåð,

f0 = θ = 1+ 2q+ 2q4 + . . . ,

f3 = [θ(τ),E10(4τ)]/∆(4τ) = q−3 − 248q+ 26572q4 + . . . ,

g1 = g = q−1 − 2+ 248q3 + . . . ,

g4 = q−4 − 2− 26572q3 + . . . .
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Ôîðìóëû ïðîèçâåäåíèÿ

Ïî ôîðìå f =
∑

n a(n)q
n ∈ M!

1
2

ñ öåëûìè a(n) ìîæíî ïîñòðîèòü

ìåðîìîðôíóþ ôîðìó öåëîãî âåñà (ñ íåêîòîðûì õàðàêòåðîì) ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè è âåäóùèì êîýôôèöèåíòîì 1, è ïîëþñàìè è íóëÿìè
òîëüêî íà êàñïàõ èëè òî÷êàõ âèäà αQ

Ψ(τ) = q−[q0](f(q)
∑

k H(k)qk)
∏
n

(1− qn)a(n
2) ;

ýòà êîíñòðóêöèÿ çàäà¼ò áèåêöèþ ìåæäó óêàçàííûìè ìíîæåñòâàìè ôîðì.
Äîïîëíèòåëüíî, âåñ Ψ ðàâåí a(0), è ïîðÿäîê åãî íà αQ (ñ ïðèìèòèâíûì Q
äèñêðèìèíàíòà D) ðàâåí

∑
d>0 a(Dd

2).
Ôóíêöèÿ Hd(τ) âõîäèò âî âòîðîå ìíîæåñòâî âûøå, è èç îïèñàíèÿ íóëåé
ñëåäóåò, ÷òî åìó ñîîòâåòñòâóåò ôîðìà âèäà q−d +O(q), ò.å. fd. Îòñþäà

q−H(d)(1+ t(d)q+O(q2)) = Hd(t) = q−H(d)
∏
n>0

(1− qn)[q
n2 ]fd ,

è t(d) = −[q1]fd � ïîëó÷èëè òðàíñïîíèðîâàííóþ ôîðìóëó äëÿ ñëåäîâ.
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Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó fd è gD

Äîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòíû ôîðì fd è gD ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

[qD]fd = −[qd]gD ;

ýòî îáúÿñíèò íàëè÷èå äâóõ ôîðìóë äëÿ ñëåäîâ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F(τ1, τ2) :=
f0(τ1)g4(τ2)+f3(τ1)g1(τ2)

j(4τ1)−j(4τ2) . Ïðè ℑτ1,ℑτ2 > 1
4
ïîëþñà (ïðîñòûå) ó íå¼

åñòü òîëüêî ïðè τ1 − τ2 ∈ 1
4
Z, òàì æå íàõîäÿòñÿ ïîëþñà ó

F0(τ1, τ2) :=
q41+q1q

3
2

q41−q42
, ñ òåìè æå âû÷åòàìè (ïðè ôèêñèðîâàííûõ τ2).

Ïîýòîìó (F− F0)(q1, q2) ãîëîìîðôíà îêîëî (0, 0) è åñòü ðàçëîæåíèå
F = F0 +

∑
D>0,d≥0 C(D, d)q

D
1 q

d
2 . Â ÷àñòè÷íîì ðàçëîæåíèè F ïî q2 ïîëó÷èì

ôîðìû fd êàê êîýôôèöèåíòíû, â ðàçëîæåíèè ïî q1 � ôîðìû −gD; îòñþäà
è ñîîòíîøåíèå.
Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà: (fdgD) | U4 � ïî÷òè ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà
âåñà 2. Òàê êàê 1

2πi (j
m(τ))′ = −mq−m + . . .+ 0q0 + . . . òîæå âåñà 2, òî

(fdgD) | U4 = P′(j) äëÿ íåêîòîðîãî P(t) ∈ C[t] áóäåò ãîëîìîðôíîé ôîðìîé
âåñà 2 (ò.å. íóë¼ì) ñ òåì æå ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì. Ïîýòîìó [q0](fdgD) = 0.
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Âûñøèå ñëåäû

Äëÿ êàæäîãî m > 0 åñòü åäèíñòâåííàÿ ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ Jm(τ) ñ
ðàçëîæåíèåì q−m +O(q); îíà âûðàæàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m îò
j(τ), ïîýòîìó âûðàæåíèå íèæå ìîæíî íàçâàòü m�îé ôóíêöèåé ñëåäà:

tm(d) :=
∑

Q∈Qd/Γ

Jm(αQ)

wQ

.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëîãîâ ôîðì fd è gD ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàòîðû
Ãåêêå (çäåñü h =

∑
n a(n)q

n ∈ M!
k+ 1

2

, òîëüêî ïðè k ≤ 0 âûðàæåíèå ñíèçó

íàäî åù¼ óìíîæèòü íà p1−2k äëÿ ïîëó÷åíèÿ öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ):

h | T(p) :=
∑
n≫0

(−1)kn≡0,1 (mod 4)

(
a(p2n) +

(
(−1)kn

p

)
pk−1a(n) + p2k−1a

(
n

p2

))
qn
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Àíàëîãè ôîðì fd è gD

Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòîâ àíàëîãè÷íûõ ôîðì:
Am(D,d) := [qD](fd | T(m)), Bm(D,d) := [qd](gD | T(m)). Òîãäà ôîðìóëó äëÿ
ñëåäîâ è äâîéñòâåííîñòü ìåæäó fd è gD ìîæíî îáîáùèòü ñîîòâåòñòâåííî â
ôîðìóëû

tm(d) = −Bm(1, d) , Am(D, d) = −Bm(D,d) .

Òàê êàê îïåðàòîðû Ãåêêå ïîðîæäåíû îïåðàòîðàìè T(p), îãðàíè÷èìñÿ íà

ïðîñòûå m = p. Òàê êàê Jm = J | T(m), òî tm(d) =
∑

M,Q
J(MαQ)
wQ

, ïîñëåäíåå

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç t1(dp
2), t1(d), t1(d/p

2) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
îïðåäåëåíèÿ T(p) âûøå, è ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîé ôîðìóëû
äëÿ t(d). Äëÿ âòîðîãî ñìîòðèì íà ãëàâíóþ ÷àñòü ó fd | T(p), ïî íåé
çàêëþ÷àåì, ÷òî fd | T(p) = pfd/p2 +

(
−n
p

)
fd + fdp2 è çàâåðøàåì

äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû [qD]fd = −[qd]gD.
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Ôîðìóëà äëÿ Hd(τ)

Òàêæå âåðíî j(τ)− j(z) = q−1 exp
(
−
∑

m>1 Jm(z)
qm

m

)
; ýòî ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî 1
τ
d
dτ îò îáåèõ ÷àñòåé åñòü ìîäóëÿðíûå ôóíêöèè îò z ñ îäíèì ïîëþñîì

â z = τ (ïðîñòûì, âû÷åòà 1) è íóëåì â z = i∞. Ïåðåìíîæàÿ âçâåøåííî äëÿ
z = Mτ,M ∈ Γ\Mn, ïîëó÷èì

Hd(τ) = q−H(d) exp

(
−
∑
m>1

tm(z)
qm

m

)
.

Ïî ôîðìóëàì íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå è Am(1, d) =
∑

n|m nA1(n
2, d)

ïîëó÷èì

Hd(τ) = q−H(d) exp

−
∑

m>1,n|m

nA1(n
2, d)

m

 = q−H(d)
∏
n>1

(1− qn)[q
n2 ]fd ,

òåì ñàìûì íåçàâèñèìî äîêàçàâ ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâèÿ
ïðîèçâåäåíèé è ôîðì âåñà 1/2 âûøå.
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Ãðóïïû Ôðèêå

Çàìåíèì Γ íà äðóãóþ ãðóïïó ðîäà 0. Íàïðèìåð, ãðóïïó Ôðèêå Γ0(p)
∗ äëÿ

p = 2, 3, 5 � ïîäãðóïïó â SL2(R), ïîðîæä¼ííóþ Γ0(p) è ìàòðèöåé(
0 −1/√p√
p 0

)
. Äëÿ å¼ åñòü åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ j∗p(τ) íà H

ñ ðàçëîæåíèåì q−1 +O(q), íàïðèìåð:

j∗2 =

(
η(τ)

η(2τ)

)24
+ 24+ 212

(
η(2τ)

η(τ)

)24
, j∗5 =

(
η(τ)

η(5τ)

)6
+ 6+ 53

(
η(5τ)

η(τ)

)6
.

Äëÿ âûáðàííûõ d,p è β, β2 ≡ −d (mod 4p), îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôîðì
Q = [a, b, c] ñ p | a è b ≡ β (mod 2p) çà Qd,p,β . Îòîáðàæåíèå
Qd,p,β/Γ0(N) → Qd/Γ áèåêòèâíî (è äà¼ò ïîäú¼ì òî÷åê αQ), à äåéñòâèå
äîïîëíèòåëüíîé ìàòðèöû âûøå ïåðåñòàâëÿåò Qd,p,±β .

t(p)(d) =
∑

Q∈Qd,p/Γ0(p)∗

j∗p(αQ)

wQ

.
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Ñëàáûå ôîðìû ßêîáè

Ñëàáàÿ ôîðìà ßêîáè (èç J̃k,m, âåñà k è èíäåêñà m) � ýòî ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(τ, z) íà H× C äëÿ êîòîðûé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ (ïðè

(
a b
c d

)
∈ Γ è λ, µ ∈ Z)

ϕ

(
aτ + b

cτ + d
,

z

cτ + d

)
= (cτ + d)ke

2πimcz
cτ+d ϕ(τ, z) ,

ϕ(τ, z+ λτ + µ) = e−2πim(λ2τ+2λz)ϕ(τ, z) ,

è ðàçëîæåíèå Ôóðüå êîòîðîé èìååò âèä
∑∞

n=0

∑
r∈Z c(n, r)e

2πi(nτ+rz). Äëÿ
òàêèõ ôîðì c(n, r) çàâèñèò òîëüêî îò (4mn− r2) è r (mod 2m).
Ïî ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó ôîðìàìè âåñà 3/2 è ôîðìàìè ßêîáè âåñà 2 è 1
ôîðìå g(τ) ñîîòâåòñòâóåò ϕ(τ, z) = (ζ − 2+ ζ−1) +O(q) (ñ c(n, r) çàâèñÿùèì
òîëüêî îò 4n− r2). Äëÿ âåñà 2 è èíäåêñà p òàêæå åñòü åäèíñòâåííàÿ ïî÷òè
ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà ßêîáè ϕ(p) ñ ðàçëîæåíèåì (ζ + ζ−1) +O(q) è
c(n, r) = c(4np− r2) çàâèñÿùèì òîëüêî îò 4np− r2. Òîãäà âåðíà
àíàëîãè÷íàÿ ïåðâîé ôîðìóëà ñëåäà

t(p)(d) = −cϕ(p)(d) .
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