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1 Ìîäóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Ïóñòü D = q d
dq = 1

2πi
d
dτ . Òîãäà äëÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìû f =

∑
a(n)qn

âåñà k:
D(f) =

∑
na(n)qn.

Âîîáùå ãîâîðÿ, D(f) íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìîé, íî åé ÿâëÿåòñÿ:

Dk(f) = 12D(f)− kE2 · f ∈Mk+2.

Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, äëÿ η-ôóíêöèè Äåäåêèíäà

D(η)

η
=

1

24
E2 =⇒ D k

2
(ηk) = 0.

Èìåþò ìåñòî òàêæå èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ Ðàìàíóäæàíà:

D2(E2) = −E2
2 − E4, D4(E4) = −4E6, D6(E6) = −6E2

4 .

Òî åñòü êîëüöî C[E2, E4, E6] èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî D.



2 Ôîðìû ßêîáè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü τ ∈ H è z ∈ C. Òîãäà ñëàáàÿ ôîðìà ßêîáè âåñà k è

èíäåêñàm � ýòî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ φ : H×C → C, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) φ
(

aτ+b
cτ+d ,

z
cτ+d

)
= (cτ + d)ke2πim

cz2

cτ+dφ(τ, z) äëÿ

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z);

2) φ(τ, z + λτ + µ) = e−4πimλz−2πimλ2τφ(τ, z) äëÿ λ, µ ∈ Z;

3) ôóíêöèÿ φ(τ, z) èìååò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå:

φ(τ, z) =
∑
l∈Z

∑
n⩾0

a(n, l)qnζl =
∑
l∈Z

∑
n⩾0

a(n, l)e2πinτe2πilz,

ìíîæåñòâî òàêèõ ôîðì îáîçíà÷àåòñÿ

Jw
∗,∗ =

⊕
k,m

Jw
k,m.



3 Ñòðóêòóðà áèãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà Jw
∗,∗

Êàê áûëî ïîêàçàíî â M. Eichler, D. Zagier, The theory of Jacobi forms.

Progress in Mathematics 55. Birkh�auser, Boston, Mass., 1985, áèãðàäóèðî-
âàííîå êîëüöî ñëàáûõ ôîðì ßêîáè èìååò ñòðóêòóðó ñâîáîäíîé àëãåáðû

Jw
2∗,∗ = ⊕k,mJ

w
k,m = M∗[φ−2,1, φ0,1]

φ−2,1(τ, z) =
ϑ(τ, z)2

η6(τ)
= (ζ − 2 + ζ−1) + q · (. . .) ∈ Jw

−2,1

φ0,1(τ, z) = − 3

π2
℘(τ, z)φ−2,1(τ, z) = (ζ + 10 + ζ−1) + q · (. . .) ∈ Jw

0,1,

ãäå ϑ(τ, z) � êëàññè÷åñêàÿ íå÷¼òíàÿ òåòà-ôóíêöèÿ ßêîáè, à ℘(τ, z) � ℘-
ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà.

Îòìåòèì, ÷òî 2φ0,1 åñòü ýëëèïòè÷åñêèé ðîä K3 ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êðàòíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé îäíîé
èç îñíîâíûõ ëîðåíöåâûõ àëãåáð Êàöà-Ìóäè, ïîñòðîåííûõ â V. Gritsenko,
V. Nikulin, Automorphic forms and Lorentzian Kac�Moody algebras. Part II,
Int. J. Math. 9 (1998) 201�275.



4 Ìîäóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Hk

Àíàëîãîì îïåðàòîðà D â ñëó÷àå ôîðì ßêîáè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð òåïëî-
ïðîâîäíîñòè

H =
3

m

1

(2πi)2

(
8πim

∂

∂τ
− ∂2

∂z2

)
= 12q

d

dq
− 3

m

(
ζ
d

dζ

)2

.

Íà ôîðìó φk,m =
∑
a(n, l)qnζl âåñà k è èíäåêñà m îí äåéñòâóåò

H(a(n, l)qnζl) =
3

m
(4nm− l2)a(n, l)qnζl.

Êàê è â ñëó÷àå ìîäóëÿðíûõ ôîðì, H(φk,m) íå ÿâëÿåòñÿ âîîáùå ãîâîðÿ
ôîðìîé ßêîáè, íî åé ÿâëÿåòñÿ å¼ êîððåêòèðîâêà ïðè ïîìîùè E2:

Hk(φk,m) = H(φk,m)− (2k − 1)

2
E2 · φk,m.

Äàííûé îïåðàòîð óâåëè÷èâàåò âåñ ôîðìû íà 2 è íå ìåíÿåò èíäåêñ.



5 Ýëëèïòè÷åñêèé ðîä

ÏóñòüM � (ïî÷òè) êîìïëåêñíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå (êîìïëåêñíîé)
ðàçìåðíîñòè d è TM � åãî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü τ ∈ H, q = e2πiτ

è z ∈ C, ζ = e2πiz. Îïðåäåëèì ôîðìàëüíûé ðÿä

Eq,ζ =

∞⊗
n=0

∧
−ζ−1qn

T ∗
M ⊗

∞⊗
n=1

∧
−ζqn

TM ⊗
∞⊗

n=0

SqnT
∗
M ⊗

∞⊗
n=0

SqnTM ,

ãäå ∧
x
E =

∑
k⩾0

(∧kE)xk, SxE =
∑
k⩾0

(SkE)xk.

è ∧k � k-ÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü, Sk � k-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü.



Ïóñòü

• td � ýòî êëàññ Òîääà,

• ch(Eq,ζ) � õàðàêòåð ×åðíà, ïðèìåí¼ííûé ê êàæäîìó êîýôôèöèåíòó
ôîðìàëüíîãî ðÿäà,

•
∫
M

� âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ñòàðøåé ñòåïåíè íà
ôóíäàìåíòàëüíîì öèêëå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òîãäà ýëëèïòè÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèÿ M � ôóíêöèÿ îò τ ∈ H è z ∈ C:

χ(M ; τ, z) = ζ
d
2

∫
M

ch(Eq,ζ)td(TM ) =
∑

n≥0, l∈Z
a(n, l) qnζl,

ïðè÷¼ì q0-÷ëåí ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäàM ðàâåí χy-ðîäó Õèðöåáðóõà ñ òî÷-
íîñòüþ äî íåêîòîðîé íîðìàëèçàöèè:

χ(M ; τ, z) =

d∑
p=0

(−1)pχp(Md)ζ
d/2−p + q(. . .)

ãäå χp(M) =
∑d

q=0(−1)qhp,q(M).



6 Ýëëèïòè÷åñêèé ðîä è ôîðìû ßêîáè

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè M � êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
d ñ c1(M) = 0 (íàä R), òî åãî ýëëèïòè÷åñêèé ðîä χ(M ; τ, z) ÿâëÿåòñÿ
ñëàáîé ôîðìîé ßêîáè âåñà 0 è èíäåêñà d

2 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
Ôóðüå.

Ïîäðîáíåå ñì. :

T. Kawai, Y. Yamada, S. K. Yang, Elliptic Genera and N = 2 Superconformal

Field Theory. Nucl. Phys. B414 (1994), 191�212.

V. Gritsenko, Elliptic genus of Calabi�Yau manifolds and Jacobi and Siegel

modular forms. St. Petersburg Math. J. 11 (1999), 781�804.

B. Totaro, Chern numbers for singular varieties and elliptic homology, Ann.
Math. (2) 151 (2000) 757�791.



7 Ýëëèïòè÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó ðàç-

ìåðíîñòè 2, 3 è 5

Â ñëó÷àå èíäåêñîâ m = 1, 32 è 5
2 ïðîñòðàíñòâà Jw

0,m îäíîìåðíû. Òîãäà ýë-
ëèïòè÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòåé 2, 3 è 5 çàâèñèò
òîëüêî îò èõ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè (çíà÷åíèè q0-÷ëåíà ïðè z = 0).

Ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 2 � ýòî K3-ïîâåðõíîñòü ñ

e(K3) = 24.

Òîãäà
χ(K3; τ, z) = 2φ0,1(τ, z) = 2ζ + 20 + 2ζ−1 + q(. . .).

Äëÿ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 3 è 5:

χ(CY3; τ, z) =
e(CY3)

2
φ0, 32

=
e(CY3)

2

(
ζ−

1
2 + ζ

1
2 + q(. . .)

)
,

χ(CY5; τ, z) =
e(CY5)

24
φ0, 32

· φ0,1 =
e(CY5)

24

(
ζ±

3
2 + 11ζ±

1
2 + q(. . .)

)



8 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðîäîâ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 2, 3 è
5 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

H4H2H0(φ0,1)−
101

4
E4H0(φ0,1) + 10E6φ0,1 = 0,

H0(φ0, 32
) = 0,

H4H2H0(φ0, 52
)− 611

25
E4H0(φ0, 52

) +
88

25
E6φ0, 52

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýëëèïòè÷åñêèé ðîä òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�
ßó óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòåéøåìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà 1 îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýëëèïòè÷åñêèé ðîä K3 ïîâåðõíîñòè è ëþáî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 5 óäîâëåòâîðÿþò ìîäóëÿðíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà 3.



9 ßäðî ìîäóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

Òîæäåñòâî Ëåéáíèöà. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ fk1 ∈
Mk1

, φk2,m ∈ Jk2,m:
Hk1+k2

(fk1
φk2,m) =

= 12D(fφ) +
3

2π2m

(
∂

∂z
,
∂

∂z

)
(fφ) +

(
1

2
− k1 − k2

)
E2fφ =

= fk1Hk2(φk2,m) + Dk1(fk1)φk2,m.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ äâóõ ôîðì ßêîáè äàæå îäíîãî è òîãî æå íåíóëåâîãî
èíäåêñà òîæäåñòâî Ëåéáíèöà íå âûïîëíåíî.

Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåø¼òêè L ôîðìà ßêîáè φk,m ïðèíàäëåæèò
ÿäðó ìîäóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî n ôîðìà ηn−2kφk,m ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôîðìîé
ñèíãóëÿðíîãî âåñà.



Â ñëó÷àå ðåø¼òêè A1 ãîëîìîðôíûìè ôîðìàìè ñèíãóëÿðíîãî âåñà ÿâëÿ-
þòñÿ

ϑ(τ, z) ∈ J 1
2 ,

1
2
(v3η · vH) è ϑ 3

2
(τ, z) = η(τ)

ϑ(τ, 2z)

ϑ(τ, z)
∈ J 1

2 ,
3
2
(vη · vH).

Îïðåäåëèì

φ−1, 12
(τ, z) =

ϑ(τ, z)

η3(τ)
, φ0, 32

(τ, z) =
ϑ(2τ, z)

ϑ(τ, z)
.

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ Jw
k,m � ñëàáàÿ ôîðìà ßêîáè öåëîãî âåñà è öåëî-

ãî èëè ïîëóöåëîãî èíäåêñà. Òîãäà φ ëåæèò â ÿäðå äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà, åñëè

φk,m =

{
φ0, 32

(τ, az) ·∆(τ)n,

φ−1, 12
(τ, az) ·∆(τ)n,

ãäå a ∈ N, n ∈ Z⩾0.



10 Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì

φ0,6(τ, z) = φ0, 32
(τ, 2z) =

ϑ(4τ, z)

ϑ(2τ, z)
= (ζ + ζ−1) + q(. . .) ∈ Jw

0,6.

Ýòà ôîðìà ßêîáè âåñà 0 è ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî öåëîãî èíäåêñà, ïðè-
íàäëåæàùàÿ ÿäðó H0.

Àâòîìàòè÷åñêè

φ12,6(τ, z) = ∆φ0,6(τ, z) ∈ KerH12.

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

φ11,2(τ, z) = η21(τ)ϑ(τ, 2z) ∈ KerH11.



11 Óðàâíåíèÿ òèïà Êàíåêî�Çàãüå

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Êàíåêî�Çàãüå

f ′′(τ)− k + 1

6
E2(τ)f

′(τ) +
k(k + 1)

12
E′

2(τ)f(τ) = 0

âîçíèêëî â ðàáîòå

M. Kaneko, D. Zagier, Supersingular j-invariants, hypergeometric series, and

Atkin's orthogonal polynomials. AMS/IP Stud. Adv. Math. 7 (1998), 97�126.

â êîíòåêñòå ïîäú¼ìîâ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ j-èíâàðèàíòîâ. Â òåðìèíàõ îïå-
ðàòîðà Dk îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

Dk+2Dk(f)− k(k + 2)E4 · f = 0.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, E4(τ) óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óðàâíåíèþ. Ýòî óðàâ-
íåíèå è åãî îáîáùåíèÿ èìåþò ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè âåð-
òåêñíûõ àëãåáð.



12 Àíàëîã óðàâíåíèÿ Êàíåêî�Çàãüå äëÿ ôîðì ßêîáè

Åñëè ìû çàìåíèì îïåðàòîð Dk íà Hk, à ðÿä Ýéçåíøòåéíà E4 íà E4,1, òî
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íà E4,1. À èìåííî,

H6H4(E4,1(τ, z))−
77

4
E4(τ)E4,1(τ, z) = 0.

Îïðåäåëåíèå.ÌÄÓ âèäàHk+2(Hk(φk,m)) = λE4φk,m íàçûâàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè òèïà Êàíåêî�Çàãüå.

Çàìåòèì, ÷òî

Hk+2Hk = H2 − (2k + 1)E2H + 3(4k2 − 1)E′
2 +

(2k − 1)(2k + 3)

4
E4.

Åñëè ìû ïîëîæèì λ = (2k−1)(2k+3)
4 + µ, òî óðàâíåíèå òèïà Êàíåêî�Çàãüå

ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

[H2 − (2k + 1)E2H + 3(4k2 − 1)E′
2 − µE4](φk,m) = 0.

Óðàâíåíèå ñ µ = 0 ìû íàçûâàåì êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì òèïà Êàíåêî�

Çàãüå.



Óñëîâèå íà òî, ÷òîáû ôîðìà áûëà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Êàíåêî�Çàãüå,
äà¼ò äîñòàòî÷íî æ¼ñòêèå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü φk,m ∈ Jw
k,m � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êàíåêî-Çàãüå

Hk+2Hkφk,m = λE4φk,m. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå.

1. Åñëè a(0, l1), a(0, l2) � äâà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòà Ôóðüå ñ l21 ̸= l22,
òî 2k + 1 = − 3

m (l21 + l22).

2. Ôîðìà φk,m íå ñîäåðæèò òð¼õ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòà a(0, li) ñ ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûìè l2i .

3. Åñëè φk,m ñîäåðæèò â òî÷íîñòè äâà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòà a(0, l1)
è a(0, l2) (l

2
1 ̸= l22), òî k îòðèöàòåëåí è

q0[φk,m] =

{
c(ζl1 − ζl2 − ζ−l2 + ζ−l1) äëÿ ÷¼òíîãî k,

a(ζl1 − ζ−l1) + b(ζl2 − ζ−l2) äëÿ íå÷¼òíîãî k.

4. Âåñ k ≥ −2, åñëè k ÷¼òíî, è k ≥ −3, åñëè k íå÷¼òíî.



Äàííîå ïðåäëîæåíèå ïîìîãàåò äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå òèïà Êàíåêî-Çàãüå

H2H0(φ0,m) = λE4φ0,m, λ ∈ C

èìååò òîëüêî "òðèâèàëüíûå"ðåøåíèÿ. À èìåííî, òîëüêî

φ0,m(τ, z) = cφ0, 32
(τ, az), a ∈ N.

Â ýòîì ñëó÷àå H0(φ0,m) = 0 è λ = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 2n è
hp,0(M) = 0 äëÿ êàæäîãî 0 < p < 2n. Òîãäà ýëëèïòè÷åñêèé ðîä äàí-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò ÌÄÓ ïîðÿäêà 1 èëè 2.



13 Ïðèìåðû óðàâíåíèé òèïà Êàíåêî�Çàãüå

Íàø ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü óðàâíåíèÿ òèïà Êàíåêî�Çàãüå.

H3H1(ϑ
2(τ, z))− 5

4
E4(τ)ϑ

2(τ, z) = 0,

H3H1(ϑ(τ, z)ϑ(τ, 2z))−
11

25
E4(τ)(ϑ(τ, z)ϑ(τ, 2z)) = 0,

H 5
2
H 3

2
(ϑ3(τ, z))− 3E4(τ)ϑ

3(τ, z) = 0,

H 7
2
H 3

2
(ϑ(τ, 2z)ϑ2(τ, z))− 5

4
E4(τ)(ϑ(τ, 2z)ϑ

2(τ, z)) = 0.



Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â òåðìèíàõ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ ôîðì ßêîáè.

φ10,1(τ, z) = η18(τ)ϑ2(τ, z), φ9,3(τ, z) = η15(τ)ϑ2(τ, z)ϑ(τ, 2z) (λ =
5

4
),

φ9,6(τ, z) = η15(τ)ϑ3(τ, 2z) (λ = 3),

φ10,10(τ, z) = η18(τ)ϑ(τ, 2z)ϑ(τ, 4z) (λ =
11

25
).

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ áóäóò êàíîíè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè òèïà Êàíåêî�Çàãüå. ×òîáû âòîðîå óðàâíåíèå áûëî êàíîíè÷åñêèì,

íóæíî çàìåíèòü ϑ2(τ, z)ϑ(τ, 2z) íà ϑ2(τ,z)ϑ(τ,2z)
η(τ) . Ïîñëåäíåå æå óðàâíåíèå

íå êîððåêòèðóåòñÿ äîëæíûì îáðàçîì.



14 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

ÌÄÓ ïîðÿäêà 1. Ðàññìîòðèì ôîðìó

φ0, 32
(τ, z) =

ϑ(2τ, z)

ϑ(τ, z)
=

∑
n∈N,l∈2Z+1

a(n, l)qnζ
l
2 .

Óñëîâèå H0(φ0, 32
) äà¼ò(

12n− l2 − 1

2

)
a(n, l) =

n∑
s=1

12σ1(s)a(n− s, l).

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî

η(τ)
ϑ(2τ, z)

ϑ(τ, z)
=

∑
n∈Z

(
12

n

)
q

n2

24 ζ
n
2 è

∏
n⩾1

(1− qn)−1 =
∑
s⩾0

p(s)qs,

ãäå p(s) � ôóíêöèÿ ðàçáèåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü

φ0, 32
(τ, z) =

∑
n⩾0,l⩽24n+1

(
12

n

)
p

(
n− l2 − 1

24

)
qnζ

l
2 .



Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà a(n, l) òîãäà ýêâèâàëåíòíî õîðîøî èçâåñò-
íîìó òîæäåñòâó

s · p(s) =
s∑

t=1

σ1(t)p(s− t).

Óðàâíåíèÿ òèïà Êàíåêî�Çàãüå. Ïóñòü ôîðìà

φk,m(τ, z) =
∑

n⩾0,l∈Z
a(n, l)qnζl ∈ Jw

k,m

óäîâëåòâîðÿåò êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ òèïà Êàíåêî�Çàãüå. Òîãäà

a(n, l)(4nm− l2)((4nm− l2)− (2k + 1)) =

= 24(2k + 1)

n∑
s=1

σ1(s)a(n− s, l)
(
(4m+ 6k − 3)s− (4nm− l2)

)
.



15 ÌÄÓ äëÿ ôîðì ßêîáè èíäåêñà 2

Îòìåòèì, ÷òî íàø àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ðàáîòàåò äëÿ ôîðì ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Îáùàÿ ôîðìà ßêîáè Φ0,2 ∈ Jw
0,2 = C⟨E4φ

2
−2,1, φ

2
0,1⟩ óäîâëå-

òâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà 5, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ôîðì

φ0,2(τ, z) = ζ±1 + 4 + q(. . .),

ψ0,2(τ, z) = ζ±2 + 22 + q(. . .),

ρ0,2(τ, z) = 2ζ±2 − 11ζ±1 + q(. . .),

óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèÿì ïîðÿäêà 3, ôîðìû

ξ0,2 = 115ζ±2 + 8624ζ±1 + 37026 + q(. . .),

óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ïîðÿäêà 4, è ôîðìû

σ0,2 = 5ζ±2 − 308ζ±1 − 1122 + q(. . .),

óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ïîðÿäêà 6.



Óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà 3

H4H2H0(φ0,2)− 47
4 E4H0(φ0,2) +

13
4 E6φ0,2 = 0,

H4H2H0(ψ0,2)− 263
4 E4H0(ψ0,2) +

121
4 E6ψ0,2 = 0,

H4H2H0(ρ0,2)− 335
4 E4H0(ρ0,2)− 275

4 E6ρ0,2 = 0.

Óðàâíåíèå ïîðÿäêà 4

H
[4]
0 (ξ0,2)− 599

4 E4H
[2]
0 (ξ0,2)− 1179

4 E6H0(ξ0,2) +
99
2 E

2
4ξ0,2 = 0

Óðàâíåíèå ïîðÿäêà 5

H
[5]
0 (Φ0,2)− 5(7931a+167b)

308a+5b E4H
[3]
0 (Φ0,2) +

5(137060a+389b)
4(308a+5b) E6H

[2]
0 (Φ0,2)+

+ 15(723184a+8017b)
16(308a+5b) E2

4H0(Φ0,2)− 165(13552a+169b)
16(308a+5b) E4E6Φ0,2 = 0.

Óðàâíåíèå ïîðÿäêà 6

H
[6]
0 (σ0,2)− 983

4 E4H
[4]
0 (σ0,2) +

357
2 E6H

[3]
0 (σ0,2) +

11343
2 E2

4H
[2]
0 (σ0,2)+

+ 2069
16 E4E6H0(σ0,2) +

19217
16 E2

6σ0,2 = 0.



16 ÌÄÓ äëÿ ôîðì ßêîáè èíäåêñà 3

Ïðîñòðàíñòâî ôîðì ßêîáè âåñà 0 è èíäåêñà 3 óæå òðåõìåðíî

Jw
0,3 = C⟨E6φ

3
−2,1, E4φ

2
−2,1φ0,1, φ

3
0,1⟩.

Óäîáíî âûáðàòü äðóãîé áàçèñ

ρ0,3 =
1

48
(26E6φ

3
−2,1 + 21E4φ

2
−2,1φ0,1 + φ3

0,1) =

= ζ±3 + 34 + q(−186ζ±3 + 2430ζ±2 − 8262ζ±1 + 12036) + q2(. . .),

ψ0,3 = − 1

108
(7E6φ

3
−2,1 − 6E4φ

2
−2,1φ0,1 − φ3

0,1) =

= ζ±2 + 14 + q(ζ±4 + 40ζ±3 − 76ζ±2 − 168ζ±1 + 406) + q2(. . .),

φ0,3 =
1

432
(2E6φ

3
−2,1 − 3E4φ

2
−2,1φ0,1 + φ3

0,1) =

= ζ±1 + 2 + q(−2ζ±3 − 2ζ±2 + 2ζ±1 + 4) + q2(. . .).



Ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà âåñà 0 è èíäåêñà 3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Φ0,3 = aζ±3 + bζ±2 + cζ±1 + 2(17a+ 7b+ c)+

+q(bζ±4 − (186a− 40b+ 2c)ζ±3 + (2430a− 76b− 2c)ζ±2−

−(8262a+ 168b− 2c)ζ±1 + (12036a+ 406b+ 4c)) + q2(. . .).

Êàê ìû çíàåì, ôîðìà âåñà 0 è èíäåêñà 3 íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíå-
íèþ ïîðÿäêà ìåíüøå 3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê òðè òàêæå íåâîçìîæåí.
Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ðàâåí 4, åñëè ðîâíî äâà èç a, b, c, 17a + 7b + c
ðàâíû 0. Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî èñêëþ÷èòåëüíûõ ôîðì, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ÌÄÓ ïîðÿäêà 5.

Ãèïîòåçà. Åñëè ðîâíî îäèí èç a, b, c, 17a + 7b + c ðàâåí 0, òî ôîðìà
ßêîáè óäîâëåòâîðÿåò ÌÄÓ ïîðÿäêà 6. Ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìà ßêîáè âåñà
0 è èíäåêñà 3 óäîâëåòâîðÿåò ÌÄÓ ïîðÿäêà 7. Âîçìîæíî ñóùåñòâóåò èñ-
êëþ÷èòåëüíûå ôîðìû ßêîáè âåñà 0 è èíäåêñà 3, óäîâëåòâîðÿþùèå ÌÄÓ
òîëüêî ïîðÿäêà 8.



17 Ïðèëîæåíèÿ

1. ÌÄÓ äëÿ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4. Èçâåñò-
íû äâà òèïà ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé � ýòî Hilb2(K3) (ñõåìà Ãèëü-
áåðòà äëèíû 2 äëÿ K3-ïîâåðõíîñòè) è îáîáù¼ííîå ìíîãîîáðàçèå Êóììå-
ðà Kum2(A) äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî òîðà A.

Ïóñòü A4 � îáîáùåííîå ìíîãîîáðàçèå Êóììåðà ðàçìåðíîñòè 4. Åãî ðîìá
Õîäæà îïðåäåë¼í ñëåäóþùèìè ÷èñëàìè Õîäæà:

h0,0 = h0,2 = h0,4 = 1, h0,1 = h0,3 = 0,

h1,1 = 5, h1,2 = 4, h1,3 = 5, h2,2 = 96.

Ïîýòîìó χ0(A4) = 3, χ1(A4) = −6, χ2(A4) = 90 è

χ(A4; τ, z) = 3ζ±2 + 6ζ±1 + 90 + q(. . . ) = 3(ψ0,2 + 2φ0,2).

Òîãäà ýëëèïòè÷åñêèé ðîä Ψ = χ(A4; τ, z) óäîâëåòâîðÿåò ÌÄÓ ïîðÿäêà 5(
H

[5]
0 − 13775

106 E4H
[3]
0 + 114865

212 E6H
[2]
0 + 1848045

848 E2
4H0− 381975

848 E4E6

)
(Ψ) = 0.



Ïóñòü K4 ñîîòâåòñòâóåò Hilb2(K3). Ðîìá Õîäæà K4 îïðåäåë¼í ñëåäóþ-
ùèìè ÷èñëàìè Õîäæà:

h0,0 = h0,2 = h0,4 = 1, h0,1 = h0,3 = 0,

h1,1 = 5, h1,2 = 0, h1,3 = 21, h2,2 = 232.

Òîãäà χ0(K4) = 3, χ1(K4) = −42, χ2(K4) = 234 è

χ(A4; τ, z) = 3ζ±2 + 42ζ±1 + 234 + q(. . . ) = 3(ψ0,2 + 14φ0,2).

Ýëëèïòè÷åñêèé ðîä Φ = χ(K4; τ, z) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ÌÄÓ ïîðÿäêà 5(
H

[5]
0 − 815

6 H
[3]
0 + 1885

4 E6H
[2]
0 + 99455

48 E2
4H0 − 20845

48 E4E6

)
(Φ) = 0.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ K3-ïîâåðõíîñòåé

χ(K3×K3; τ, z) = 4φ0,1(τ, z)
2 = 4(ψ0,2 + 20φ0,2),

è ìû ïîëó÷àåì(
H

[5]
0 − 1105

8 E4H
[3]
0 + 1775

4 E6H
[2]
0 + 64965

32 E2
4H0 − 13695

32 E4E6

)
(φ2

0,1) = 0.



2. ÌÄÓ ïîðÿäêà 3 è ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 4

Ïóñòü M4 � êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4 ñ òðè-
âèàëüíûì ïåðâûì êëàññîì ×åðíà. Òîãäà ýëëèïòè÷åñêèé ðîäM4 ÿâëÿåòñÿ
ôîðìîé èíäåêñà 2 è îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í ñâîèì q0 ÷ëåíîì, òî åñòü χy-
ðîäîì Õèðöåáðóõà, è

q0[χ(M4; τ, z)] = χ0(M4)ζ
2−χ1(M4)ζ+χ2(M4)−χ3(M4)ζ

−1+χ4(M4)ζ
−2.

Ïóñòü M4 � ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 4. Ìû çíàåì, ÷òî ïî-
ðÿäîê ÌÄÓ íà χ(M4; τ, z) â òàêîì ñëó÷àå íå ìåíüøå 3. Ñîãëàñíî

S. Sethi, C. Vafa, E. Witten, Constraints on low dimensional string

compacti�cations. Nucl. Phys. B 480 (1996) 213�224,

ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè 4 èìååò 4 íåòðèâèàëüíûõ ÷èñëà
Õîäæà h1,1, h2,1, h3,1, h2,2 ñ äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì

h2,2 = 2(22 + 2h1,1 + 2h3,1 − h2,1).



Ìû ïîëó÷àåì

χ0(M4) = χ4(M4) = 2, χ1(M4) = χ3(M4) = −h1,1 + h2,1 − h3,1,

χ2(M4) = −2h2,1 + h2,2 = 44 + 4h1,1 + 4h3,1 − 4h2,1 = 44− 4χ1(M4).

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èìåþòñÿ ÌÄÓ ïîðÿäêà 3 òîëüêî â ñëó÷àÿõ

2ψ0,2(τ, z) = (2ζ±2 + 44) + q(. . . ) (⇔ χ1(M4) = 0)

èëè
ρ0,2(τ, z) = (2ζ±2 − 11ζ±1) + q(. . . ) (⇔ χ2(M4) = 0).

Ýòî ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå. Ýëëèïòè÷åñêèé ðîä ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó ðàçìåðíî-
ñòè 4 óäîâëåòâîðÿåò ÌÄÓ ìèíèìàëüíîãî âîçìîæíîãî ïîðÿäêà, åñëè è
òîëüêî åñëè h2,1 = h1,1 + h3,1 èëè h2,2 = 2h2,1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâîå
óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî e(M4) = 48, âòîðîå e(M4) = −18.



3. ÌÄÓ íà íåêîòîðûå ðÿäû Ýéçåíøòåéíà�ßêîáè è ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ "ïðîñòåéøåé"àëãåáðû Êàöà�Ìóäè.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E íàä êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì
M ìîæíî ïîñòðîèòü àâòîìîðôíûé îáîáù¼ííûé ýëëèïòè÷åñêèé ðîä, ñì.

V. Gritsenko, Modi�ed Elliptic Genus. in: V. Gritsenko, V. Spiridonov (Eds.),
Partition Functions and Automorphic Forms, in: Moscow Lectures, vol. 5,
Springer, 2020, pp. 87�119.

Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòüþ çíà÷åíèé áóäåò áèãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ïî÷òè
ãîëîìîðôíûõ ôîðì Jnh,Z

∗,∗/2 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîëîìîðôíûå ðÿ-

äû Ýéçåíøòåéíà-ßêîáè E4,1, E4,2, E6,1 è E6,2 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
îáðàçóþùèõ ýòîãî êîëüöà.

Åù¼ îäíîé îáðàçóþùåé êîëüöà Jnh,Z
∗,∗/2 ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêòèâíàÿ ïî÷òè ãî-

ëîìîðôíàÿ ôîðìà

ψ
(−1)
0,1 (τ, z) = q−1 + (ζ±2 + 70) + q(70ζ±2 + 32384ζ±1 + 131976) + q2(. . . ),

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó àëãåáðó Êàöà�Ìóäè ñ ïðîñòåéøåé ìàòðè-
öåé Êàðòàíà äëÿ òð¼õ âåùåñòâåííûõ ïðîñòûõ êîðíåé.



Êàê áûëî óïîìÿíóòî, E4,1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà Êàíåêî-Çàãüå
(÷òî ñëåäóåò èç îäíîìåðíîñòè J8,1). Îñòàëüíûå ðÿäû óäîâëåòâîðÿþò áî-
ëåå ñëîæíûì ÌÄÓ.(

H
[3]
6 − 173

4 E4H6 + 154E6

)
(E6,1) = 0.(

H
[3]
4 − 95

4 E4H4 +
245
4 E6

)
(E4,2) = 0.(

H
[4]
6 − 287

4 E4H
[2]
6 + 1005

4 E6H6 − 165E2
4

)
(E6,2) = 0.

Òàê êàê ∆ψ
(−1)
0,1 ∈ Jw

12,1, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü íàø ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ÌÄÓ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî(

H
[3]
0 − 533

4 E4H0 + 874E6

)
(ψ

(−1)
0,1 ) = 0.



4. ÌÄÓ íà ñòåïåíè ϑ.

H 1
2
(ϑ) = 0,

(H
[2]
1 − 5

4E4)(ϑ
2) = 0, (H

[2]
3
2

− 3E4)(ϑ
3) = 0,

(H
[3]
2 − 23

4 E4H2 +
81
4 E6)(ϑ

4) = 0, (H
[3]
5
2

− 236
25 E4H 5

2
+ 728

25 E6)(ϑ
5) = 0,

(H
[4]
3 − 29

2 E4H
[2]
3 + 94E6H3 − 3575

16 E2
4)(ϑ

6) = 0,

(H
[4]
7
2

− 146
7 E4H

[2]
7
2

+ 42440
343 E6H 7

2
− 89505

343 E2
4)(ϑ

7) = 0,

(H
[5]
4 − 463

16 E4H
[3]
4 + 8607

32 E6H
[2]
4 − 76769

64 E2
4H4 +

284053
128 E4E6)(ϑ

8) = 0.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ôîðì
ßêîáè φ10,1 = η18ϑ2, φ11,2 = η21ϑ(2z), φ8,2 = η12ϑ4, φ6,3 = η6ϑ6, φ9,6 =
η15ϑ3(2z), φ7,10 = η9ϑ5(2z) è φ4,14 = η3ϑ7(2z).



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


