
Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ äðîáåé Ôàðåÿ

Ì.À. Êîðîë¼â*

*Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà (Ìîñêâà)

Øêîëà ¾Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë-2024¿

Âîðîíîâî, 2 èþëÿ 2024 ãîäà

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Êëàññè÷åñêèé ðÿä Ôàðåÿ:

Φ(Q) =

{
a

b
: 0⩽ a⩽ b⩽Q, (a, b) = 1

}
Èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå:

Φ(1) =

{
0

1
,
1

1

}
Ïóñòü ðÿä Φ(Q − 1) óæå ïîñòðîåí, è

c

d
<

a

b
- ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ñîñåäíèõ

äðîáåé â Φ(Q − 1). Ìåäèàíòà:
c + a

d + b

Äëÿ íå¼ âñåãäà èìååì
c

d
<

c + a

d + b
<

a

b
.

Åñëè d + b⩽Q, òî ìåäèàíòà âêëþ÷àåòñÿ â ðÿä Φ(Q). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äðîáè
c

d
<

a

b
îñòàþòñÿ ñîñåäíèìè è â Φ(Q).
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Äæ. Ôàðåé (John Farey, 1816), ¾On a curious Property of vulgar

Fractions¿, The Philosophical magazine; a journal of theoretical, experimental

and applied physics, 1816, vol. 47, pp. 385�386.

Íàáëþäåíèå (íà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ): â ðÿäå íåñîêðàòèìûõ äðîáåé 0 < a/b ⩽ 1
ñî çíàìåíàòåëÿìè ⩽ Q âñÿêàÿ äðîáü (êðîìå äâóõ êðàéíèõ) åñòü ìåäèàíòà
äâóõ ñîñåäíèõ äðîáåé:

Φ(5) =

{
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1
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1
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,

1

5
=

0 + 1

1 + 4
,

1

4
=

1 + 1

5 + 3
,

1

3
=

1 + 2

4 + 5
,

2

5
=

1 + 1

3 + 2
, è ò.ä.

Î.Ë. Êîøè (Augustin Louis Cauchy, 1816), ¾D�emonstration d'un

Th�eor�eme Curieux sur Les Nombres¿, Bulletin des Sciences, par la Soci�et�e
Philomatique de Paris, Vol. 3, No. 3 (1816), pp. 133�135. - Äîêàçàòåëüñòâî.
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Çàìåòêà Äæ. Ôàðåÿ (1816).
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Ø. Àðî (Charles Haros, ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö ïåðåâîäà îáûêíîâåííûõ
äðîáåé (ñî çíàìåíàòåëÿìè ⩽ 99) â äåñÿòè÷íûå (îïóáëèêîâàíû â 1801 ã.:
¾Instruction Abr�eg�ee sur les nouvelles Mesures qui dovient �etre

introduites dans toute r�epublique, au vend�emiaire an 10; avec tables de

rapports et reductions¿ - ¾Êðàòêàÿ èíñòðóêöèÿ î íîâûõ ìåðàõ,
êîòîðûå äîëæíû áûòü ââåäåíû âî âñåé ðåñïóáëèêå ñ âàíäåìüåðà X

ãîäà¿) äëÿ êîíòðîëÿ çà ïîëíîòîé ðÿäà íåñîêðàòèìûõ äðîáåé a/b, b < 100,
ïîëüçîâàëñÿ ïðîöåäóðîé ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíò, îòïðàâëÿÿñü îò ðÿäà âèäà{

1

99
,

1

98
,

1

97
, . . . ,

1

4
,
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,
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3
,
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4
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, . . . ,
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,
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}
.

Í. Øþêå (Nicolas Chuquet, îê. 1445 � îê. 1488): ïðîöåäóðà âçÿòèÿ
ìåäèàíòû äâóõ äðîáåé (¾ïðàâèëî ñðåäíèõ ÷èñåë¿): òðàêòàò ¾Le triparty ån
la science des nombres¿ - ¾Íàóêà î ÷èñëàõ â òð¼õ ÷àñòÿõ¿ (îïóáë. â
1520).
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Ñêîëüêî äðîáåé â ðÿäå Ôàðåÿ èìåþò îäèí è òîò æå çíàìåíàòåëü q?

q = 10 ⇒
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,
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- 4 äðîáè,

q = 11 ⇒
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,

9

11
,

10

11
,
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11
- 10 äðîáåé,

Â îáùåì ñëó÷àå: êîëè÷åñòâî ÷èñåë a ðÿäà 1, 2, 3, . . . , q − 1, q,
âçàèìíî-ïðîñòûõ ñ q. Ýòî êîëè÷åñòâî îáîçíà÷àåòñÿ φ(q).

Ôóíêöèÿ φ(q) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Åñëè p1, . . . , pk - âñå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå äåëèòåëè q, òî

φ(q) = q

(
1 −

1

p1

)
. . .

(
1 −

1

pk

)
= q

∏
p|q

(
1 −

1

p

)
.

φ(10) = 10

(
1 −

1

2

)(
1 −

1

5

)
= 10 ·

1

2
·
4

5
= 4, φ(11) = 11

(
1 −

1

11

)
= 10.
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Ñêîëüêî äðîáåé ñîäåðæèò ðÿä Φ(Q)?

N = N(Q) = |Φ(Q)| - ÷èñëî äðîáåé â Φ(Q) ⇒

⇒ N(Q) = 1 + φ(1) + φ(2) + φ(3) + . . . + φ(Q) .

Èíà÷å ãîâîðÿ, âû÷èñëèòü N(Q) - òî æå ñàìîå, ÷òî âû÷èñëèòü ¾ñðåäíåå
çíà÷åíèå¿ ôóíêöèè Ýéëåðà íà ïðîìåæóòêå 1 ⩽ q ⩽ Q. Îêàçûâàåòñÿ:

N(Q) = c · Q2 + O(Q lnQ),

c =
1

2

( +∞∑
n=1

1

n2

)−1

=
∏
p

(
1 −

1

p2

)
=

3

π2
.
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

¾Ìîäóëÿðíîå ñâîéñòâî¿.

Åñëè
c

d
<

a

b
- ñîñåäíèå äðîáè â ðÿäå Φ(Q), òî ad − bc = 1:

Φ(5) =

{
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}
,

1

3
<

2

5
⇒ 2 · 3 − 5 · 1 = 1;

3

5
<

2

3
⇒ 2 · 5 − 3 · 3 = 1

(äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ðÿäà Φ(1) è óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ñâîéñòâî

âûïîëíÿëîñü äëÿ ïàðû
c

d
<

a

b
, òî îíî ñîõðàíèòñÿ è ïðè çàìåíå

ñîîòâåòñòâóþùåé äðîáè ìåäèàíòîé).
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Âèçóàëèçàöèÿ ðÿäà Ôàðåÿ

Q = 6 Q = 10

Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ - òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b) è (b, a), ãäå
a/b ∈ Φ(Q).
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Âèçóàëèçàöèÿ ðÿäà Ôàðåÿ
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Îðäèíàòà k-é òî÷êè - çíàìåíàòåëü k-é äðîáè a/b ∈ Φ(Q), Q = 100.
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Âèçóàëèçàöèÿ ðÿäà Ôàðåÿ
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Îðäèíàòà k-é òî÷êè - ÷èñëèòåëü k-é äðîáè a/b ∈ Φ(Q), Q = 100.
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Âèçóàëèçàöèÿ ðÿäà Ôàðåÿ

Ïîëóîêðóæíîñòè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a/b ∈ Φ(Q), Q = 9.
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Ðÿäû Ôàðåÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë

Äðîáè Ôàðåÿ - ïîëåçíûé èíñòðóìåíò â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë.

Ãåîðãèé Ôåîäîñèåâè÷ Âîðîíîé (1868 � 1908)

Íîâàÿ îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå.
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Ðÿäû Ôàðåÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë

Ãîäôðè Õàðîëüä Õàðäè

(1877 - 1947)

Ñðèíèâàñà Ðàìàíóäæàí

(1887 � 1920)

Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ôóíêöèè p(n), ðàâíîé ÷èñëó ðàçáèåíèé öåëîãî
n ⩾ 1 íà ñëàãàåìûå:

n = 1 · x1 + 2 · x2 + 3 · x3 + . . . + n · xn, xj ⩾ 0.
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Ðÿäû Ôàðåÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë

Õåíäðèê Äàóâå Êëîñòåðìàí (1900 � 1968)

¾Àñèìïòîòè÷åñêàÿ¿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé öåëîãî n ⩾ 1 â âèäå
ñóììû

n = ax2 + by2 + cz2 + dt2,

ãäå a, b, c, d > 0 - ôèêñèðîâàííûå öåëûå ÷èñëà, x, y, z, t - öåëî÷èñëåííûå
ïåðåìåííûå.
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Ðÿäû Ôàðåÿ: ñâÿçü ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà

Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà:

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns
, s = σ + it, σ = Re s > 1.

Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷êè s = 1. Îíà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé:

à) ¾òðèâèàëüíûå¿ íóëè â òî÷êàõ s = −2,−4,−6, . . .;

á) ¾íåòðèâèàëüíûå¿ íóëè â âåðòèêàëüíîé ïîëîñå 0 < σ < 1.

Îò íàøåãî çíàíèÿ î òîì, ãäå ðàñïîëîæåíû íåòðèâèàëüíûå íóëè ζ(s) çàâèñèò
òî÷íîñòü ìíîãèõ óòâåðæäåíèé î ïîâåäåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë. Ãèïîòåçà Ðèìàíà
(RH) óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ýòè íóëè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé Re s = 1/2
(¾êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ¿).

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Ðÿäû Ôàðåÿ: ñâÿçü ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà
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Ðÿäû Ôàðåÿ: ñâÿçü ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà

Ãèïîòåçà Ðèìàíà ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà íà ÿçûêå äðîáåé Ôàðåÿ.
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¾Ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà¿ ñ øàãîì 1/N(Q) è äðîáè Ôàðåÿ ðÿäà Φ(Q), Q = 15.
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Ðÿäû Ôàðåÿ: ñâÿçü ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà

δn = rn −
n

N
- ¾îòêëîíåíèå¿ n-é äðîáè îò òî÷êè ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

Æ. Ôðàíåëü (Jerome Franel, 1924):

S2(Q) =
N∑

n=1

δ2n ≪ Q−1+ε ⇔ RH âåðíà.

Ý. Ëàíäàó (Edmund Landau, 1924):

S1(Q) =
N∑

n=1

|δn| ≪ Q1/2+ε ⇔ RH âåðíà.

Q S1(Q)/
√

Q Q · S2(Q)

10 0.2065 0.2030
50 0.2277 0.4445
100 0.2089 0.4968
200 0.2360 0.6092
500 0.1805 0.6127
1000 0.1637 0.6348
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Ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäÿìè

Äðîáè Ôàðåÿ - èñòî÷íèê íåòðèâèàëüíûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ñóììó

S(Q) =
N∑

n=1

(rn − rn−1)
2

Òàê êàê N(Q) ∼ Q2, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ¾â ñðåäíåì¿

rn − rn−1 ≍
1

Q2
, (rn − rn−1)

2 ≍
1

Q4
, S(Q) ∼

N(Q)

Q4
≍

1

Q2
.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè

S(Q) ≍
lnQ

Q2
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Ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäÿìè

Ð. Õîëë (Richard Hall, 1970) è äð.:

S(Q) =
12

π2

1

Q2

(
lnQ +

1

2
+ γ −

ζ′(2)

ζ(2)

)
+ O

(
ln2 Q

Q3

)
(çäåñü γ - ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà).

Ïîëîæèì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî h ⩾ 2

S(Q;h) =
N∑

n=1

(rn+h − rn)2

Òåîðåìà (Ð. Õîëë, 1994):

S(Q; 2) =
36

π2

lnQ

Q2
(1 + o(1)).
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Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäÿìè

Ãèïîòåçà (Ð. Õîëë, 1994): ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì h ⩾ 2 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

S(Q;h) =
12

π2
·

1

Q2

(
Ch lnQ + Dh

)
+ oh(Q

−2).

Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîëëà: Florin Boca, Cristian Cobeli,
Alexandru Zaharescu, 2001:

Ch = 2h − 1,

Dh = (2h − 1)

(
γ −

ζ′(2)

ζ(2)

)
+

h

2
+

h−1∑
r=1

(h − r)Ir .

Ïîñòîÿííûå Ir ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ íåêîòîðîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ T , ââåä¼ííîãî àâòîðàìè (BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå).
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Ñîñåäíèå çíàìåíàòåëè

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ äðîáåé ðÿäà Φ(9), íàïðèìåð:

· · · <
2

9
<

1

4
<

2

7
<

1

3
<

3

8
<

2

5
<

3

7
<

4

9
<

1

2
<

5

9
< · · ·

è òðîéêè ñîñåäíèõ çíàìåíàòåëåé:

(q0, q1, q2) q0 + q2 q1 k
(9,4,7) 9+7=16 4 4
(4,7,3) 4+3=7 7 1
(7,3,8) 7+8=15 3 5
(3,8,5) 3+5=8 8 1
(8,5,7) 8+7=15 5 3
(5,7,9) 5+9=14 7 2
(7,9,2) 7+2=9 9 1
(9,2,9) 9+9=18 2 9
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Ñîñåäíèå çíàìåíàòåëè

Âñåãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: q0 + q2 = kq1, ãäå k - öåëîå ÷èñëî (îíî
íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì äðîáè a1/q1) Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

k =

[
q0 + Q

q1

]
.

Çíàÿ Q, q0 è q1, ìîæíî âîññòàíîâèòü âñå îñòàëüíûå çíàìåíàòåëè:

k1 :=
[
(q0 + Q)/q1

]
, q2 = k1q1 − q0,

k2 :=
[
(q1 + Q)/q2

]
, q3 = k2q2 − q1,

k3 :=
[
(q2 + Q)/q3

]
, q4 = k3q3 − q2

è ò. ä. Ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü è äëÿ ÷èñëèòåëåé.
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî äëÿ èíäåêñà k â âèäå

k =

[
1 + q0/Q

q1/Q

]
è çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà x = q0/Q, y = q1/Q óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

0 < x ⩽ 1, 0 < y ⩽ 1, x + y =
q0 + q1

Q
> 1.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå

Òî÷êà (x, y) ëåæèò â ¾òðåóãîëüíèêå Ôàðåÿ¿ T � îáëàñòè âèäà

Ïðè ýòîì:

q2 = kq1 − q0 ⇒
q2

Q
= k ·

q1

Q
−

q0

Q
= ky − x =

[
1 + x

y

]
y − x
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå

Èäåÿ Áîêà-Êîáåëè-Çàõàðåñêó: îïðåäåëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y) ∈ T
ïðåîáðàçîâàíèå BCZ T = T (x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (x, y) = (y, ky − x), k =

[
1 + x

y

]
.

Òîãäà

T

(
q0

Q
,
q1

Q

)
=

(
q1

Q
,
q2

Q

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåîáðàçîâàíèå T ïîçâîëÿåò ñäâèãàòüñÿ âïðàâî âäîëü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíàìåíàòåëåé.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå

Ãäå â òðåóãîëüíèêå Ôàðåÿ êîýôôèöèåíò[
1 + x

y

]
ñîõðàíÿåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå?
Ýòî îáëàñòü T (k) ⊂ T , îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè

k ⩽
1 + x

y
< k + 1

èëè, ÷òî òî æå, óñëîâèÿìè

1 + x

k + 1
< y ⩽

1 + x

k
,

0 < x, y ⩽ 1, x + y > 1.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå

Îáëàñòè T (k), k = 1, 2, 3, . . ..

Èõ ïëîùàäè:

|T (1)| =
1

6
, |T (k)| =

4

k(k + 1)(k + 2)
, k ⩾ 2.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå

Âíóòðè T (k) áóäåì èìåòü:

∂T (x, y)

∂(x, y)
=

(
0 1
−1 k

)
, det

∂T (x, y)

∂(x, y)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå T |T (k) ñîõðàíÿåò ïëîùàäè, õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå

Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
(
1
2
, 4
5

)
,
(
2
3
, 8
9

)
,
(
4
5
, 2
5

)
è åãî îáðàç ïðè BCZ-ïðåîáðàçîâàíèè.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ïðåîáðàçîâàíèå T ïîçâîëÿåò èçó÷àòü àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ. Ïðèìåð òàêîé çàäà÷è:
Ïóñòü k ⩾ 1 - ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Íàéòè àñèìïòîòèêó äëÿ

N(k;Q) - ÷èñëà äðîáåé ðÿäà Φ(Q), èíäåêñ êîòîðûõ ðàâåí k.

Ðåøåíèå: åñëè a0/q0 < a1/q1 - ñîñåäíèå äðîáè, ïðè÷¼ì èíäåêñ a1/q1 ðàâåí
k, òî

k =

[
1 + q0/Q

q1/Q

]
⇒

(
q0

Q
,
q1

Q

)
∈ T (k) ⇒ (q0, q1) ∈ Q · T (k).

Îäíàêî Í.Î.Ä.(q0, q1) = 1, òàê ÷òî (q0, q1) - ïðèìèòèâíàÿ òî÷êà îáëàñòè
Q · T (k). Âåðíî è îáðàòíîå: ïî ïðèìèòèâíîé òî÷êå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïàðó
äðîáåé ñ íóæíûì ñâîéñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

N(k;Q) = #{(q0, q1) ∈ Q · T (k) − ïðèìèòèâíàÿ} ∼
6

π2
|T (k)|Q2,

ν(k;Q) =
N(k;Q)

N(Q)
∼

(6/π2)|T (k)|Q2

(3/π2)Q2
→ 2|T (k)|, Q → +∞
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ äîëåé ν(k)

ν(k) =


1
3 , k = 1;

8
k(k + 1)(k + 2)

, k ⩾ 2.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Óñëîæíèì çàäà÷ó: ïóñòü k1, k2 ⩾ 1 - çàäàííûå öåëûå ÷èñëà. Íàéä¼ì
àñèìïòîòèêó ÷èñëà N(k1, k2;Q) ïàð ñîñåäíèõ äðîáåé a1/q1 < a2/q2,
èíäåêñû êîòîðûõ ðàâíû k1 è k2 ñîîòâåòñòâåííî.
Óäîáíî ðàññìîòðåòü èõ îêðóæåíèå: íå 2, à 4 ñîñåäíèå äðîáè:

a0

q0
<

a1

q1
<

a2

q2
<

a3

q3
.

Òîãäà:

k1 =

[
Q + q0

q1

]
=

[
1 + q0/Q

q1/Q

]
, k2 =

[
Q + q1

q2

]
=

[
1 + q1/Q

q2/Q

]
.

Ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò:

òî÷êà

(
q0

Q
,
q1

Q

)
∈ T (k1), òî÷êà

(
q1

Q
,
q2

Q

)
∈ T (k2).

Âàæíî:(
q1

Q
,
q2

Q

)
= T

(
q0

Q
,
q1

Q

)
⇒

(
q0

Q
,
q1

Q

)
= T−1

(
q1

Q
,
q2

Q

)
∈ T−1T (k2)
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé ê óñëîâèþ

(q0, q1) - ïðèìèòèâíàÿ òî÷êà îáëàñòè Q · T (k1)

äîáàâèòñÿ óñëîâèå:

(q0, q1) - ïðèìèòèâíàÿ òî÷êà îáëàñòè Q · T−1T (k2)

Ñëåäîâàòåëüíî,

(q0, q1) - ïðèìèòèâíàÿ òî÷êà îáëàñòè Q · T (k1, k2) = Q · T (k1) ∩ T−1T (k2)

Ýòî óñëîâèå áóäåò äîñòàòî÷íûì. Îñòà¼òñÿ âûðàçèòü èñêîìîå êîëè÷åñòâî ÷åðåç
ïëîùàäü è íàéòè èñêîìóþ äîëþ:

ν(k1, k2;Q) =
N(k1, k2;Q)

N(Q) − 4
∼ 2|T (k1, k2)| = ν(k1, k2)
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Òàáëè÷êà çíà÷åíèé âåëè÷èí |T (k1, k2)|:

k1\k2 1 2 3 4 5 6
1 0 1/30 4/105 1/35 2/105 1/84

2 1/30 1/10 1/35 1/210 0 0

3 4/105 1/35 0 0 0 0

4 1/35 1/210 0 0 0 0

5 2/105 0 0 0 0 0

6 1/84 0 0 0 0 0
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé T (k) è TT (k), k = 1, 2, 3, 4.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ îáëàñòü |T (k1, k2)|:



x + 1

k1 + 1
< y ⩽

x + 1

k1

(k2 + 1)x + 1

k1(k2 + 1) − 1
< y ⩽

k2x + 1

k1k2 − 1
,

0 < x, y ⩽ 1, x + y > 1.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå: çàäàí íàáîð k⃗ = (k1, . . . , kr); èùåòñÿ àñèìïòîòèêà

äîëè ν(k⃗;Q) êîðòåæåé èç r ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðîáåé ñ çàäàííûìè
çíà÷åíèÿìè èíäåêñîâ: k1, . . . , kr .
Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåì (r + 2) ñîñåäíèå äðîáè ðÿäà Φ(Q) âèäà

a0

q0
<

a1

q1
< . . . <

ar

qr
<

ar+1

qr+1
,

è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïàðà çíàìåíàòåëåé (q0, q1), ïîðîæäàþùàÿ òàêîé êîðòåæ,
îòâå÷àåò ïðèìèòèâíîé òî÷êå îáëàñòè

T (k⃗) = T (k1, . . . , kr) =

= T (k1)
⋂

T−1
(
T (k2)

)⋂
T−2

(
T (k3))

⋂
. . .

⋂
T−(r−1)

(
T (kr)).

Îòâåò:
ν(k⃗;Q) → ν(k⃗) = 2|T (k1, . . . , kr)|.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Îñíîâíîé âîïðîñ: åñëè çàäàí íàáîð ÷èñåë k1, . . . , kr , òî êàê ïîñ÷èòàòü
ïëîùàäü ôèãóðû T (k1, . . . , kr)?

Åäèíñòâåííûé èçâåñòíûé ñïîñîá - âûïèñàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è
ðåøèòü å¼. Â îáùåì ñëó÷àå îíà èìååò âèä:

fi(x; k1, . . . , ki) < y ⩽ gi(x; k1, . . . , ki), i = 1, 2, . . . , r,

0 < x, y ⩽ 1, x + y > 1.

Çäåñü fi, gi - ëèíåéíûå ôóíêöèè, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ÷èñåë
k1, . . . , kr è ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ ¾îáîáù¼ííûõ êîíòèíóàíòîâ¿.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Îáîáù¼ííûå êîíòèíóàíòû - ìíîãî÷ëåíû îò íàáîðà ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿåìûå
ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

K0(·) ≡ 1,

K1(X1) = X1,

Kr(X1, . . . , Xr) = Xr · Kr−1(X1, . . . , Xr−1) − Kr−2(X1, . . . , Xr−2), r ⩾ 2.

Â ÷àñòíîñòè,

K2 = X1X2 − 1,

K3 = X1X2X3 − X1 − X3,

K4 = X1X2X3X4 − X1X2 − X1X4 − X3X4 + 1.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Îáëàñòü T (k1, . . . , kr) - ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ïîäîáíûõ ðàññìîòðåííûì âûøå, íóæíî óìåòü ñòðîèòü
¾ãåíåàëîãè÷åñêèå äåðåâüÿ¿, îòâå÷àþùèå íåïóñòûì îáëàñòÿì T (k⃗).

Íàïðèìåð: áåðåì íàáîð k⃗ = (2) è îòûñêèâàåì âñå íåïóñòûå îáëàñòè âèäà
T (2, k) ñðåäè k = 1, 2, 3, . . ..

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: èçîáðàæàåì îáëàñòü T (2) íà÷èíàåì
ïðîâîäèòü âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå f2(2, k;x), g2(2, k;x), k = 1, 2, 3, . . ..
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Íàáîðû, îòâå÷àþùèå íåïóñòûì îáëàñòÿì T (2, k) íàçûâàåì ¾ïîòîìêàìè¿
íàáîðà (2). Ñ íèìè ïðîäåëûâàåì òî æå ñàìîå - ïîëó÷àåì íîâîå ¾ïîêîëåíèå¿.
È ò. ä.
Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ íà íàáîðû k⃗ íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
(íàïðèìåð, â âèäå ñðàâíåíèé ïî çàäàííîìó ìîäóëþ äëÿ êîíòèíóàíòîâ), è â
òàêèõ äåðåâüÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü äîïîëíèòåëüíûé îòáîð ýëåìåíòîâ.
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ýòî - ïðèìåð äåðåâà, âîçíèêàþùåãî â ñëåäóþùåé çàäà÷å: ïóñòü r ⩾ 1 -
ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Íàéòè äîëþ ν(r) êîðòåæåé èç
ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðîáåé ðÿäà Ôàðåÿ Φ(Q) âèäà

a0

q0
<

a1

q1
< . . . <

ar

qr
<

ar+1

qr+1
,

òàêèõ, ÷òî çíàìåíàòåëè q0, qr+1 äåëÿòñÿ íà 3, à çíàìåíàòåëè q1, . . . , qr íå
êðàòíû òðîéêå.

Ïðèìåð: â ðÿäó Φ(31) èìååòñÿ êóñîê èç 10 ïîäðÿä èäóùèõ äðîáåé,
çíàìåíàòåëè êîòîðûõ íå êðàòíû 3:

8

27
<

3

10
<

7

23
<

4

13
<

9

29
<

5

16
<

6

19
<

7

22
<

8

25
<

9

28
<

10

31
<

1

3
.

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Òåîðåìà. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ν(1) = 6 − 2

(
π
√

3
+ ln 3

)
= 0.175176694195345 . . .,

ν(2) = 4

(
π
√

3
− ln 3

)
−

87

35
= 0.375034016550147 . . .,

ν(3) = 12 ln 3 −
53 132

4095
= 0.208500089169941 . . .,

ν(4) =
528 904

45 045
− 4

(
π
√

3
+ ln 3

)
= 0.0920339300712315 . . .,

ν(5) = 2

(
π
√

3
− ln 3

)
−

4 164 383

3 063 060
= 0.0708242239352303 . . .,

ν(6) =
3 089

85 085
= 0.0363048715989892 . . .,

ν(7) =
54 097

3 879 876
= 0.0139429713733119 . . . .

(âûðàæåíèÿ äëÿ ν(r) ïðè r ⩾ 8 òàêæå ìîãóò áûòü âûïèñàíû ÿâíî, íî îíè
èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä).
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Âîïðîñû, îòâåò íà êîòîðûå ïîêà íå ïîëó÷åí:

1. Êàê, èìåÿ íàáîð k⃗ = (k1, . . . , kr) è íå ðåøàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñèñòåìû

íåðàâåíñòâ, îïðåäåëèòü, ïóñòà èëè íåò îáëàñòü T (k⃗), à â ñëó÷àå å¼ íåïóñòîòû
- å¼ âèä (÷èñëî âåðøèí, èõ êîîðäèíàòû)?

2. Âñå íåïóñòûå îáëàñòè, âñòðå÷àâøèåñÿ â êàêèõ-ëèáî çàäà÷àõ, áûëè
òðåóãîëüíèêàìè, ÷åòûð¼õóãîëüíèêàìè è (â î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àõ) -
ïÿòèóãîëüíèêàìè. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí ó ìíîãîóãîëüíèêà
T (k⃗)?

3. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, ïîäîáíîå ïîñëåäíåé òåîðåìå, êîãäà âìåñòî
äåëèìîñòè íà 3 íàêëàäûâåòñÿ óñëîâèå äåëèìîñòè íà 5, 7, 11 è ïð.

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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