
Ââåäåíèå â áèðàöèîíàëüíóþ ãåîìåòðèþ
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë â Âîðîíîâî

Èþíü 2023 ã.
3 èþëÿ 2023 ã.

Ïëîñêèå êðèâûå

(1) Äîêàæèòå òåîðåìó Áåçó äëÿ ïëîñêèõ êðèâûõ X, Y ⊂ P2:

0 < #(X ∩ Y ) ≤ deg(X) · deg(Y )

åñëè X è Y íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò.
(2) Ïóñòü X ⊂ P2 � íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì f = 0. Äîêàæèòå, ÷òî

åå òî÷êè ïåðåãèáà íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé{
f = 0,

h = 0,

ãäå h = hf (x, y, z) � ãåññèàí (õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ îòëè÷íà îò 2 è íå äåëèò
deg(X)).

(3) Ïóñòü X ⊂ P2 � íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ïåðåãèáà. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò óðàâíåíèå X ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

zy2 = x3 + axz2 + bz3,

ãäå ìíîãî÷ëåí x3 + ax + b íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ
k çäåñü ñ÷èòàåòñÿ îòëè÷íîé îò 2 è 3. Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà âûáåðèòå ñèñòåìó êîîðäèíàò
òàê, ÷òî òî÷êà ïåðåãèáà èìååò âèä (0 : 1 : 0), à óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå �
{z = 0}.

(4) Âîñïîëüçóåòåñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è è äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïëîñêàÿ
êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ èìååò ðîâíî äåâÿòü òî÷åê ïåðåãèáà (â ÷àñòíîñòè, ýòî ÷èñëî êî-
íå÷íî). Õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ k îïÿòü îòëè÷íà îò 2 è 3. Äîêàæèòå, ÷òî
êîíôèãóðàöèÿ ýòèõ òî÷åê îáðàçóåò êîíå÷íóþ àôôèííóþ ãåîìåòðèþ.

(5) Ðàññìîòðèì ïëîñêèå êðèâûå X, Y ⊂ P2. Ïóñòü òî÷êà P ∈ X ∩ Y ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ
îäíîé èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî P äàåò âêëàä ≥ 2 â ôîðìóëó òåîðåìû Áåçó #(X ∩ Y ) =
deg(X) · deg(Y ).

(6) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ X ⊂ P2 ñòåïåíè 3 èìååò íå áîëåå îäíîé
îñîáîé òî÷êè. Åñëè X îñîáà, òî îíà ðàöèîíàëüíà.

(7) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ X ⊂ P2 ñòåïåíè 4 èìååò íå áîëåå òðåõ
îñîáûõ òî÷åê. Åñëè X èìååò ðîâíî òðè îñîáûå òî÷êè, òî îíà ðàöèîíàëüíà.

(8) Ïóñòü X ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ äâóìÿ êâàäðàòè÷íûìè óðàâíåíèÿìè q1 =
q2 = 0 è ïóñòü ψ : X → P2 � ïðîåêöèÿ èç òî÷êè P ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ψ(X)
� íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Êàê ïîëó÷èòü åå óðàâíåíèå? Íàîáîðîò, ïóñòü Y ⊂ P2

� íåîñîáàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îíà åñòü îáðàç ïðè ïðîåêöèè èç òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êâàäðèê.



Ðàöèîíàëüíîñòü è òåîðèÿ ïîëåé

(9) Äîêàæèòå, ÷òî äåòåðìèíàíòàëüíîå ìíîãîîáðàçèå

Xn,m :=

det


x1,1 x1,2 · · · x1,m
x2,1 x2,2 · · · x2,m
. . .
xn,1 xn,2 · · · xn,m

 = 0

 ⊂ Matn×n(k) = An2

ðàöèîíàëüíî.
(10⋆) Äîêàæèòå, ÷òî äåòåðìèíàíòàëüíîå ìíîãîîáðàçèå

Xn,m,r :=

rk


x1,1 x1,2 · · · x1,m
x2,1 x2,2 · · · x2,m
. . .
xn,1 xn,2 · · · xn,m

 ≤ r

 ⊂ Matn×m(k) = Anm

ðàöèîíàëüíî.
(11) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü G ⊂ GL(V ) � êîíå÷íàÿ

àáåëåâà ãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå èíâàðèàíòîâ k(V )G ðàöèîíàëüíî.
(12) Ïóñòü V = k2 � äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü Dn ↪→ GL(V ) � òî÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå äèýäðàëüíîé ãðóïïû. Âû÷èñëèòå ïîëå èíâàðèàíòîâ k(V )Dn . Äîêàæèòå,
÷òî îíî ðàöèîíàëüíî.

(13) ÏóñòüX ⊂ Pn+1 � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êîíóñîì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî X îñîáà. Äîêàæèòå, ÷òî X ðàöèîíàëüíà.

(14) Ïóñòü X ⊂ Pn+2 � ìíîãîîáðàçèå ñòåïåíè 4, ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êâàäðèê.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. Äîêàæèòå, ÷òî X ðàöèîíàëüíî.

(15) Ïóñòü X = X3 ⊂ P3 � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3, ñîäåðæàùàÿ ïàðó íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî X ðàöèîíàëüíà. Çàìå÷àíèå. Íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3 ñîäåðæèò ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿ-
ìûõ.

(16) Ïóñòü X = X3 ⊂ P5 � íåîñîáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 3, ñîäåðæàùàÿ ïàðó íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî X ðàöèîíàëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèå ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóþò. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â P5 íå
ñîäåðæèò ïëîñêîñòåé.

(17⋆) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïóñòü V � åå òî÷íîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñó-
ùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòüþ ed(G, V ) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîá-
ðàçèÿ X òàêîãî, ÷òî èìååòñÿ òî÷íîå äåéñòâèå G íà X è ýêâèâàðèàíòíîå ðàöèîíàëüíîå
îòîáðàæåíèå V 99K X. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ed(G, V ) íå çàâèñèò îò
âûáîðà òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V (çàâèñèò òîëüêî îò ãðóïïû G). Äîêàæèòå, ÷òî ãðóï-
ïû ñóùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 1 � ýòî â òî÷íîñòè öèêëè÷åñêèå ãðóïïû è äèýäðàëüíûå
ãðóïïû D2n.

Ðàçäóòèÿ. Ïîâåðõíîñòè Fn

(18) Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå ãðàôèêà ïðîåêöèè èç òî÷êè P2 99K P1 ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì
òî÷êè íà P2.

(19) Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìóþ ïîâåðõíîñòü X ⊂ P1 × P2 áèñòåïåíè (n, 1). Äîêàæèòå, ÷òî
îíà ðàöèîíàëüíà, íî íå èçîìîðôíà P2.

(20) Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìóþ ïîâåðõíîñòü X ⊂ P1 × P2 áèñòåïåíè (1, 1). Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîåêöèÿ π : X → P2 ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì òî÷êè.



(21) Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîâåðõíîñòü X ⊂ P1×P2 áèñòåïåíè (1, n). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ
π : X → P2 ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì n2 òî÷åê.

(22) Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü F1 ìîæåò áûòü çàäàíà â P4 òðåìÿ óðàâíåíèÿìè x0x1 = x22,
x0x4 = x2x3, x1x3 = x2x4 è íå ìîæåò áûòü çàäàíà ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé.

(23) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü X ⊂ P2 × P2, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé áèñòåïåíè (1, 1), ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì òðåõ òî÷åê íà P2.

(24) Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé èíâîëþöèè Êðåìîíû

P2 99K P2, (x : y : z) 7−→ (yz : xz : xy)

ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì òðåõ òî÷åê íà P2.
(25) Äîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü X ⊂ P1 × P1 × P1 òðèñòåïåíè (1, 1, 1), ÿâëÿåòñÿ

ðàçäóòèåì äâóõ òî÷åê íà P1 × P1.
(26⋆) Ïóñòü Q ⊂ P3 � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, çàäàííûé óðàâíåíèåì x1x2 = x23 è ïóñòü Q̃→ Q

� ðàçäóòèå åãî âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî Q̃ ≃ F2.
(27) Ïðèíèìàÿ íà âåðó òåîðåìó î ñòðîåíèè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, äîêàæèòå, ÷òî

êàæäàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñîäåðæèò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî èçîìîðôíîå àô-
ôèííîé ïëîñêîñòè A2.

(28) Ïóñòü Q ⊂ P3 � íåîñîáàÿ êâàäðèêà è ïóñòü π : Q 99K P2 ïðîåêöèÿ èç òî÷êè P ∈ Q.
Ïóñòü Q̃ ⊂ Q × P2 � çàìûêàíèå ãðàôèêà ýòîé ïðîåêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ
Q̃ → Q ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì òî÷êè, à ïðîåêöèÿ Q̃ → P2 ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì äâóõ
òî÷åê.

(29) Äîêàæèòå, ÷òî áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X 99K P2 èç çàäà÷è 15 ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïîçèöèåé ðàçäóòèé ïÿòè òî÷åê. Âîñïîëüçóéòåñü ýòèì è âû÷èñëèòå òîïîëîãè÷åñêóþ
ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä C.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

(30) Âû÷èñëèòå Ωm[Pn].
(31) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü Ω1[X] äëÿ íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé X ⊂ P2.
(32) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü Ω1[X] äëÿ íåîñîáîé êðèâîé X ⊂ P2 ñòåïåíè d.
(33) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü Ωn[X] äëÿ íåîñîáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè X ⊂ Pn+1 ñòåïåíè d.
(34) Äîêàæèòå, ÷òî êîíóñ íàä íåîñîáîé ïëîñêîé êðèâîé ñòåïåíè ≥ 3 íåðàöèîíàëåí.
(35) Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ïîâåðõíîñòü

{x0xp1 + x1x
p
2 + x2x

p
3 + x3x

p
0 = 0} ⊂ P3

íåîñîáà è óíèðàöèîíàëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè p ≥ 3 ýòà ïîâåðõíîñòü íåðàöèîíàëüíà.
Òàêèì îáðàçîì, ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ïðîáëåìå Ëþðîòà.


