
Вороново — 2023.
Простые числа в арифметических прогрессиях. Семинар 2.

Задача 1. Пусть χ — примитивный характер mod q → +∞.

а) Докажите, что L(1, χ) ≤
(
1
2 + o(1)

)
ln q.

б) Докажите, что L(1/2, χ) ≤ q1/4+o(1).

Задача 2.

а) Пусть s ∈ C, n ∈ N. Вычислите∫ 1

0

(1− y)nys−1dy.

б) Докажите, что

Γ(s) = lim
n→+∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
xs−1dx =

= lim
n→+∞

nsn!

s(s+ 1) . . . (s+ n)
=
e−γs

s

+∞∏
m=1

(
1 +

s

m

)−1
e

s
m .

в) Докажите формулу отражения

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sinπs
.

Задача 3.
Напомним, что для примитивного характера χ mod q мы определили

θ(x;χ) =
∑
n∈Z

χ(n)e−πn
2x/q.

Докажите соотношение

τ(χ)θ(x;χ) =

√
q

x
θ

(
1

x
;χ

)
.

Задача 4.

а) Докажите формулу

Γ(s)ζ(s) =

∫ +∞

0

xs−1

ex − 1
dx.

б) Выведите соотношение

ζ(s) =
e−iπsΓ(1− s)

2πi

∫
Cr

zs−1

ez − 1
dz,

где Cr — граница r-окрестности положительного луча, 0 < r < 2π.
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в) Докажите, что ζ(0) = − 1
2 , ζ(−2m) = 0 и ζ(1− 2m) = −B2m

2m , где

z

ez − 1
= 1 +

z

2
+B2

z2

2!
+ . . .+B2m

z2m

(2m)!
+ . . .

Задача 5.

а) Пусть ψ(x) = x+O(R(x)), где R(x) — монотонная функция такая, что√
x ≤ R(x) ≤ x. Докажите, что

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O

(
R(x)

lnx

)
б) Предположим, дополнительно, что R(x) ≤ x

ln x . Докажите, что

∑
p≤x

1

p
= ln lnx+M +O

(
1

lnx

)
для некоторой константы M .

в) Каких чисел ≤ N больше, имеющих простой делитель в интервале
[
√
N,N ] или не имеющих такого простого делителя?
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