
Распределение простых чисел.
Экзамен

Задача 1.

а) (1 балл) Пусть для n ∈ {1, 2, . . . , 9} и натурального k величина Π(k;n)
есть количество k-значных простых чисел, первая цифра которых рав-
на n. Для всех n найдите

lim
k→+∞

Π(k;n)

Π(k; 1) + Π(k; 2) + . . .+ Π(k; 9)
.

б) (4 балла) Что больше при больших k — Π(k; 2) + Π(k; 3) или Π(k; 4) +
Π(k; 1)?

Задача 2. (5 баллов)

Пусть P (x) — количество произведений двух простых чисел, не превосхо-
дящих x. Докажите, что

P (x) ∼ x ln lnx

lnx
.

Задача 3.

а) (2 балла) Пусть Ω(n) — количество простых делителей n с учетом
кратности. Докажите, что∑

n≤x

Ω(n) = x ln lnx+O(x).

б) (3 балла) Докажите, что∑
n≤x

(Ω(n)− ln lnx)2 � x ln lnx.

Выведите из этого, что число M(x) чисел, представимых в виде ab с
a, b ≤ x есть o(x2).

Задача 4.

а) (4 балла) Пусть γ(n) — произведение всех простых делителей числа
n. Докажите, что существует c > 0 такое, что при ε > 0 выполнено

+∞∑
n=1

1

nεγ(n)
=
∏
p

(
1 + p−1−ε + p−2−ε + . . .

)
� ζ(1 + ε)c/ε

1



б) (2 балла) Используя трюк Ранкина, покажите, что при x→ +∞∑
n≤x

1

γ(n)
� exp((lnx)1/2+o(1)).

Задача 5. Пусть A+ и A− — множества натуральных чисел, все простые
делители которых имеют вид 3k + 1 и 3k − 1 соответственно.

а) (3 балла) Докажите, что

|A± ∩ [1, x]| � x√
lnx

.

б) (3 балла) Пусть

L±(x) =
∑

n∈A±,n≤x

1

n
.

Рассмотрите L+(x)L−(x) и докажите, что

L±(x) �
√

lnx.

Задача 6. (6 баллов) Пусть p — простое число, A и B — подможества в Z/pZ.
Используя разложение Фурье для характера Дирихле, докажите, что∣∣∣∣∣∣

∑
a∈A,b∈B

(
a+ b

p

)∣∣∣∣∣∣ ≤√p|A||B|.
Задача 7. (6 баллов)
Докажите, что при q → +∞ выполнено равенство∑

χ (mod q)
χ 6=χ0

L(1, χ) = ϕ(q)(1 + o(1)).

Задача 8.

а) (3 балла) Докажите, что

Γ(s)ζ(s) =

∫ +∞

0

xs−1dx

ex − 1
и

ζ(s) =
e−iπsΓ(1− s)

2πi

∫
Cρ

zs−1dz

ez − 1
,

где ρ ∈ (0, 2π) и Cρ— граница ρ−окрестности положительного луча,
причем интеграл сходится при всех комплексных s.
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б) (2 балла) Докажите, что

x

ex − 1
= 1 +

∑
k≥1

(−1)kζ(1− k)

(k − 1)!
xk.

в) (1 балл) Докажите, что∑
n≥1

2x

x2 + 4π2n2
=
ex + 1

ex − 1
− 1

x
,

сравнивая коэффициенты Тейлора в нуле.

Задача 9.

а) (4 балла) Пусть χ — примитивный характер по модулю q. Докажите,
что

ln |L(1;χ)| =
∑
n≤eq

Λ(n)Reχ(n)

n lnn
+O(e−c

√
q).

б) (2 балла) Докажите, что ∏
χ (mod q)

χ 6=χ0

L(1;χ) = qO(1).
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