
Распределение простых чисел
Листок 1

Эти задачи будут приносить на 40% меньше баллов после 31
октября.

1. (0.2 б) Докажите, что для s = σ + it, σ > 1 выполнено неравенство

|ζ(s)| ≥ ζ(σ)−1.

2. Докажите равенства

a) (0.1 б)
+∞∑
n=1

µ(n)2

ns
=

ζ(s)

ζ(2s)

б) (0.1 б)
+∞∑
n=1

τ(n2)

ns
=
ζ(s)3

ζ(2s)

в) (0.1 б)
+∞∑
n=1

τ(n)2

ns
=
ζ(s)4

ζ(2s)

г) (0.1 б)
+∞∑
n=1

σ(n)2

ns
=
ζ(s)ζ(s− 1)2ζ(s− 2)

ζ(2s− 2)

3. (0.2 б) Покажите, что все вещественные нули ζ(s) тривиальны (т.е. равны
−2n для некоторого n ∈ N).
4. Докажите, что для любого x ≥ 1 выполнено

a) (0.1 б) ∑
n≤x

µ(n)
[x
n

]
= 1

б) (0.2 б) ∣∣∣∣∣∣
∑
n≤x

µ(n)

n

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

5. Пусть M(x) =
∑
n≤x

µ(n) и L(x) =
∑
n≤x

µ(n)
n .

a) (0.2 б) При помощи суммирования по частям покажите, что из L(x) =
o(1) при x→ +∞ следует, что M(x) = o(x) при x→ +∞.
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б) (0.3 б) Покажите, что для любого N ∈ N выполнено равенство

∑
n≤x

µ(n)
[x
n

]
=

∑
n≤x/N

µ(n)
(x
n
−
{x
n

})
+

N−1∑
k=1

k

(
M
(x
k

)
−M

(
x

k + 1

))

Выбрав достаточно большое N , покажите, что из M(x) = o(x) при
x→ +∞ следует, что L(x) = o(1) при x→ +∞.

6. а) (0.2 б) Пусть f и g — произвольные арифметические функции. До-
кажите, что для любого x ≥ 1 и любых y и z с условием yz = x
выполнено равенство∑
ab≤x

f(a)g(b) =
∑
a≤y

f(a)
∑
b≤x/a

g(b)+
∑
b≤z

g(b)
∑
a≤x/b

f(a)−
∑
a≤y

f(a)·
∑
b≤z

g(b).

б) (0.2 б) Докажите, что∑
n≤x

τ(n) = x lnx+ cx+O(
√
x)

и найдите c.

7. а) (0.2 б) Пусть am = τ(m)− lnm. Покажите, что∑
m≤x

am = x(c+ 1) +O(
√
x)

и ∑
nm≤x

µ(n)am = [x]− ψ(x) =
∑
n≤x

(1− Λ(n)).

б) (0.6 б) Покажите, что из M(x) = o(x) при x → +∞ следует, что
ψ(x) = x+ o(x) при x→ +∞.
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