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Аннотация

В работе проверяется, что естественное отображение 𝑅Γ𝑅ΨZ → 𝑅Γ𝑅Ψ
′Z явля-

ется квазиизоморфизмом на 𝐺𝑟𝑀𝑛 для отображения собственных полустабильных

семейств 𝑋
′ → 𝑋 раздутия 𝑋 в допустимом подмногообразии.

Близкие циклы

Ïóñòü 𝑋 → 𝐷 - êîìïëåêñíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñåìåéñòâî íàä äèñêîì, ãëàäêîå íàä 𝐷−0 :=
𝐷*, 𝑌 - ñëîé íàä íóëåì.

𝑌

��

𝑖 // 𝑋

��

𝑋∖𝑌

��

𝑗
oo

0 // 𝐷 𝐷*oo

Îáîçíà÷èì çà ̃︁𝐷* óíèâåðñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ 𝐷*, à ̃︀𝑋 = 𝑋 ×𝐷
̃︁𝐷*

𝑌

��

𝑖 // 𝑋

��

̃︀𝑋
��

𝑗′
oo

0 // 𝐷 ̃︁𝐷*oo

Íàñ èíòåðåñóåò êîìïëåêñ áëèçêèõ öèêëîâ 𝑅ΨZ := 𝑖*𝑅𝑗′*𝑗
′*Z. Êîìïëåêñ áëèçêèõ öèê-

ëîâ ýòî îáúåêò â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïó÷êîâ Z - ìîäóëåé íà îñîáîì ñëîå, íà êîòî-
ðîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû 𝜋1(𝐷 − 0) = Z îòîáðàæåíèåì 𝑇 . Â ýòîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñîáñòâåííîãî ñåìåéñòâà ñ ïîëóñòàáèëüíîé ðåäóêöèåé, òî åñòü òà-
êîãî ñåìåéñòâà, êîòîðîå â êàæäîé òî÷êå îñîáîãî ñëîÿ èìååò ýòàëüíóþ îêðåñòíîñòü âèäà
C[𝑥1, . . . 𝑥𝑛]/(𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑘− 𝑡), ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ íà 𝑌 áûòü äèâèçîðîì ñ ïðîñòûìè
íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè.

Монодромическая фильтрация

Ïóñòü 𝐴 - îáúåêò àáåëåâîé êàòåãîðèè Ñ, à 𝑁 - îòîáðàæåíèå èç 𝐴 â 𝐴, 𝑁𝑛+1 = 0. Îïðå-
äåëèì âîçðàñòàþùóþ ôèëüòðàöèþ 𝐹𝑝𝐴 = 𝐾𝑒𝑟(𝑁𝑝+1 : 𝐴 → 𝐴), 𝐹−1𝐴 = 0 è óáûâàþùóþ
ôèëüòðàöèþ 𝐺𝑞𝐴 = 𝑖𝑚(𝑁 𝑞 : 𝐴 → 𝐴), 𝐺0 = 𝐴. Îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ôèëüòðàöèþ
íà 𝑀𝑟𝐴 =

∑︀
𝑝−𝑞=𝑟(𝐹𝑝𝐴 ∩𝐺𝑞𝐴).

Предложение 0.1. Фильтрация 𝑀 обладает и однозначно определяется следующими
свойствами:

(1) 𝑀𝑛𝐴 = 𝐴 и 𝑀−𝑛−1𝐴 = 0
(2) 𝑁 : 𝐴 → 𝐴 отображает 𝑀𝑟𝐴 в 𝑀𝑟−2𝐴
(3) Если 𝑟 ≥ 0 𝑁̄ 𝑟 : 𝐺𝑟𝑀𝑟 𝐴 → 𝐺𝑟𝑀−𝑟𝐴 изоморфизм
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Ôèëüòðàöèÿ 𝑀𝑛 íàçûâàåòñÿ ìîíîäðîìè÷åñêîé ôèëüòðàöèåé. Íàïðèìåð, ïóñòü 𝑁2 =
0. Òîãäà𝑀1 = 𝐴,𝑀0 = 𝐾𝑒𝑟𝑁 ,𝑀−1 = 𝑖𝑚𝑁 ,𝑀−2 = 0 è 𝑁̄ : 𝐴/𝐾𝑒𝑟𝑁 → 𝑖𝑚𝑁 èçîìîðôèçì.
Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü (𝐾∙,𝑊 ) ôèëüòðîâàííûé êîì-
ïëåêñ. Ïî ôèëüòðàöèè 𝑊 ïîñìîòðîèì decal�e �ltration 𝐷𝑒𝑐(𝑊 )𝑛𝐾 = {𝑥 ∈ 𝑊𝑛−𝑖𝐾

𝑖|𝑑𝑥 ∈
𝑊𝑛−𝑖−1𝐾

𝑖−1}. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ýòîé ôèëüòðàöèèñëåäóþùåå: åñòåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå èç 𝐺𝑟𝑖𝐷𝑒𝑐(𝑊 )𝐾[𝑖] â 𝐸∙,𝑖

1 ÿâëÿåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìîì, ãäå 𝐸∙,𝑖
1 - ñòðî÷êà â ïåðâîì

ëèñòå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñòðîåííîé ïî ôèëüòðàöèè 𝑊 , ðàññìàòðèâà-
åìàÿ êàê êîìïëåêñ.

Весовая спектральная последовательность

Â ñëó÷àå ïîëóñòàáèëüíîé ðåäóêöèè êîìïëåêñ áëèçêèõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì àáå-
ëåâîé ïîäêàòåãîðèè [−𝑛] - èçâðàùåííûõ ïó÷êîâ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïó÷êîâ íà 𝑌 , è
îïåðàòîð ìîíîäðîìèè 𝑇 − 1 äåéñòâóåò íà íåì íèëüïîòåíòíî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà çàïè-
øåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîíîäðîìè÷åñêîé ôèëüòðàöèè íà 𝑅ΨZ äëÿ îïåðàòîðà ìîíîäðî-
ìèè 𝑇 − 1. Ïóñòü 𝑌1, 𝑌2, . . . 𝑌𝑛 íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû Y, äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà
𝐼 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑛} îáîçíà÷èì çà 𝑌𝐼 ïåðåñå÷åíèå êîìïîíåíò ñ èíäåêñàìè â 𝐼. Îáîçíà÷èì çà
𝑎𝑝 åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 𝑌 𝑝 =

⨆︀
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼)=𝑝+1 𝑌𝐼 → 𝑌 .

Предложение 0.2. Пусть 𝑋 - полустабильное семейство над диском 𝐷, тогда суще-
ствует естественный изоморфизм

⊕𝑝−𝑞=𝑟𝑎𝑝+𝑞*Z[−(𝑝 + 𝑞)] = 𝐺𝑟𝑀𝑟 𝑅ΨZ

Предложение 0.3. Пусть 𝑋 полустабильно и собственно над 𝐷. Тогда изоморфизм
выше индуцирует спектральную последовательность

𝐸𝑝,𝑞
1 =

⨁︁
𝑖≥𝑚𝑎𝑥(0,−𝑝)

𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 𝑝+2𝑖,Z) ⇒ H𝑝+𝑞𝑅ΨZ

Äàëåå ìû õîòèì ïîíÿòü êàê óñòðîåíû äèôôåðåíöèàëû â ïåðâîì ëèñòå, à äëÿ íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ 𝐽 ⊂ 𝐼 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐽)+1 ïóñòü
𝑖𝐼𝐽 : 𝑌𝐼 → 𝑌𝐽 çàìêíóòîå âëîæåíèå, 𝑖*𝐼𝐽 , 𝑖𝐼𝐽* èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå íà êîãîìîëî-
ãèÿõ è ãîìîìîðôèçì Ãèçèíà ñîîòâåòñòâåííî. Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû 𝐼 ïî âîçðàñòàíèþ,
è ïóñòü 𝑎𝑗 ∈ 𝐼, 𝑎𝑗 /∈ 𝐽 . Îáîçíà÷èì çà 𝜖(𝐼, 𝐽) = (−1)𝑗. Òîãäà

𝛿*𝑝 : 𝐻𝑞(𝑌 𝑝,Z) → 𝐻𝑞(𝑌 𝑝+1,Z) =
∑︁

𝐽⊂𝐼,𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼)=𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐽)+1=𝑝+2

𝜖(𝐼, 𝐽)𝑖*𝐼𝐽

è àíàëîãè÷íî

𝛿𝑝* : 𝐻𝑞(𝑌 𝑝,Z) → 𝐻𝑞+2(𝑌 𝑝−1,Z) =
∑︁

𝐽⊂𝐼,𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼)=𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐽)+1=𝑝+1

𝜖(𝐼, 𝐽)𝑖𝐼𝐽*

.

Предложение 0.4. Комплекс 𝐸∙,𝑞
1 =

⨁︀
𝑗−𝑖=∙𝐻

𝑞−2𝑖(𝑌 𝑖+𝑗,Z) это свертка бикомплекса

𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 𝑖+𝑗,Z, 𝛿𝑖+𝑗*, 𝛿
*
𝑖+𝑗)
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Òàêæå íàì íóæíà â íåêîòîðîì âèäå ôóíêòîðèàëüíîñòü âåñîâîé ñïåêòðàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü 𝑓 : 𝑋 → 𝑋

′
ïîëóñòàáèëüíûå ñåìåéñòâà íàä äèñêîì. Êàê è

ðàíüøå, 𝑌𝑖, 𝑌
′
𝑗 îáîçíà÷àþò íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû îñîáîãî ñëîÿ. Ïîñêîëüêó îñîáûé

ñëîé ïðèâåäåí, òî äëÿ êàæäîãî 𝑌𝑖 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå 𝑗 òàêîå, ÷òî 𝑓(𝑌𝑖) ⊂ 𝑌 ′
𝑗 .

Ïóñòü 𝜑 : {1, 2, . . . ,𝑚} → {1, 2, . . . ,𝑚′} ïåðåâîäèò 𝑖 â 𝑗. Äëÿ êàæäîãî 𝐼 ⊂ {1, 2, . . . ,𝑚}
òàêîãî, ÷òî 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝜑(𝐼)) îáîçíà÷èì 𝑓𝐼𝜑(𝐼) : 𝑌𝐼 → 𝑌 ′

𝜑(𝐼) îãðàíè÷åíèå 𝑓 íà 𝑌𝐼 . Îïðå-

äåëèì 𝑓𝑝* : 𝐻𝑞(𝑌 ′𝑝,Z) → 𝐻𝑞(𝑌 𝑝,Z) êàê ñóììó 𝑓 *
𝐼𝜑(𝐼) ïî âñåì 𝐼 òàêèì, ÷òî 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼) =

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝜑(𝐼)) = 𝑝 + 1.

Предложение 0.5. Пусть X, X’ собственные полустабильные семейства. Тогда отоб-
ражение 𝑓 * : 𝑅Γ𝑅Ψ′Z → 𝑅Γ𝑅ΨZ фильтрованных комплексов индуцирует отображе-
ние спектральных последовательностей

𝑓 * : 𝐸
′𝑝,𝑞
1 → 𝐸𝑝,𝑞

1 |
⨁︁

𝑖≥𝑚𝑎𝑥(0,−𝑝)

𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 ′𝑝+2𝑖,Z)
⊕𝑓𝑝+2𝑖*
−−−−→

⨁︁
𝑖≥𝑚𝑎𝑥(0,−𝑝)

𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 𝑝+2𝑖,Z)

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé â ýòîé ñåêöèè ìîæíî ïîñìîòðåòü â [?]

Проверка для допустимого раздутия

Êàê è ðàíüøå, 𝑋 ýòî ñîáñòâåííîå ïîëóñòàáèëüíîå ñåìåéñòâî ñ îñîáûì ñëîåì 𝑌 . Ïóñòü
ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑍 ⊂ 𝑌 ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå. Òîãäà îíî ëåæèò â êàêîé-òî íåïðèâî-
äèìîé êîìïîíåíòå 𝑌0. Íàçîâåì 𝑍 äîïóñòèìûì, åñëè îíî òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ
ñî âñåìè 𝑌𝐼 äëÿ 0 /∈ 𝐼 ⊂ {0, 1, . . . , 𝑛}. Â òàêîì ñëó÷àå ðàçäóòèå 𝑋 â 𝑍 ñíîâà áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ñîáñòâåííûì ïîëóñòàáèëüíûì ñåìåéñòâîì íàä äèñêîì. Îñîáûé ñëîé 𝑋𝑍 ñîñòîèò
èç íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò 𝐵𝑙𝑍(𝑌0), . . . 𝐵𝑙𝑍∩𝑌𝑛(𝑌𝑛), ̃︀𝑍, ãäå ̃︀𝑍 - èñêëþ÷èòåëüíûé äèâè-
çîð. Êîãîìîëîãèè ðàçäóòèÿ 𝐻𝑞(𝐵𝑙𝑍∩𝑌𝑛(𝑌𝑛),Z) èçîìîðôíû 𝐻𝑞(𝑌𝑛,Z)⊕𝐻𝑞−2(𝑍 ∩𝑌𝑛,Z)⊕
. . . ⊕ 𝐻𝑞−2(𝑘−1)(𝑍 ∩ 𝑌𝑛,Z), ãäå 𝑘 - êîðàçìåðíîñòü 𝑍 ∩ 𝑌𝑛 â 𝑌𝑛, è îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè
𝐻𝑞(𝑌𝑛,Z) → 𝐻𝑞(𝐵𝑙𝑍∩𝑌𝑛(𝑌𝑛),Z) ñîãëàñîâàíî ñ ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ ñóììó. Èç ïðî-
øëîé ñåêöèè ìû çíàåì, ÷òî ôàêòîðû ïî decal�e �ltration ñîâïàäàþò (êàê êîìïëåêñû)
ñ ñòðîêàìè âåñîâîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàê âèäíî èç ôóíêòîðèàëüíî-
ñòè, îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå íà ôàêòîðàõ decal�e �ltration, ñîâïàäàåò ïîñòðî÷íî
ñ îòîáðàæåíèÿìè áèêîìïëåêñîâ â ïðåäëîæåíèè 4. Îòîáðàæåíèå 𝐸∙,𝑞

1 → 𝐸
′∙,𝑞
1 ÿâëÿåò-

ñÿ âëîæåíèåì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êîÿäðî (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áèêîì-

ïëåêñîì) àöèêëè÷íî. Çàìåòèì, ÷òî â 𝑖 -îé ñòðîêå â áèêîìïëåêñå 𝐸
′∙,𝑞
1 äëÿ 𝑋𝑍 ÷ëåíû,

îòíîñÿùèåñÿ ê êîãîìîëîãèÿì 𝑍, îáðàçóþò ïîäêîìïëåêñ 𝐾𝑖,𝑞, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñòðî÷êîé êîÿäðà, ïîòîìó ÷òî îòîáðàæåíèå 𝐸∙,𝑞

1 → 𝐸
′∙,𝑞
1 ðàñùåïëÿåòñÿ

ïîñòðî÷íî, è ðàñùåïëåíèå çàäàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé 𝐸
′∙,𝑞
1 ïî 𝐾𝑖,𝑞. Äàëåå, â 𝐾𝑖,𝑞 ñëàãàå-

ìûå 𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 ′
𝐼 )/𝐻𝑞−2𝑖(𝑌𝐼) (òî åñòü êîãîìîëîãèè ïåðåñå÷åíèé êîìïîíåíò áåç ñëàãàåìîãî,

êîòîðîå ïðèõîäèò îòîáðàæåíèåì îáðàòíîãî îáðàçà ñ ïðîåêöèè íà Y) îáðàçóþò ïîäêîì-
ïëåêñ, îòùåïëÿþùèéñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Âòîðîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñîñòîèò èç ñëà-
ãàåìûõ 𝐻𝑞−2𝑖(𝑌𝐼 ∩ 𝑍). Ïîñêîëüêó 𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 ′

𝐼 ∩ 𝑍)/𝐻𝑞−2𝑖(𝑌𝐼 ∩ 𝑍) = 𝐻𝑞−2𝑖(𝑌 ′
𝐼 )/𝐻𝑞−2𝑖(𝑌𝐼)

è 𝐻𝑞(𝑌 ′
𝐼 ∩ 𝑍 ∩ 𝑌0) = 𝐻𝑞(𝑌 ′

𝐼 ∩ 𝑍), òî êîãîìîëîãèè åñòü òîëüêî â íóëåâîé ãðàäóèðîâ-
êå, è ðàâíû

⨁︀
𝐼 𝐻

𝑞−2𝑖−2(𝑌𝐼 ∩ 𝑍,Z) ⊕ 𝐻𝑞−2𝑖−2(𝑍 ∩ 𝑌𝐼 ,Z) ⊕ . . . ⊕ 𝐻𝑞−2𝑖−2(𝑘−1)(𝑍 ∩ 𝑌𝐼 ,Z)
ïî âñåì 𝐼 ⊂ {0, 1, . . . , 𝑛}, 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼) = 𝑖 (åñëè 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼) = 0 , òî 𝑌𝐼 = 𝑌 ) äëÿ ïåðâîãî, è⨁︀

𝐼 𝐻
𝑞−2𝑖(𝑌𝐼 ∩ 𝑌0 ∩ 𝑍) ïî âñåì 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼) = 𝑖− 1 äëÿ âòîðîãî.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ëèñòå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèêîìïëåêñà
äëÿ êîÿäðà 𝐶𝑖 =

⨁︀
𝐼 𝐻

𝑞−2𝑖−2(𝑌𝐼 ∩𝑍,Z)⊕𝐻𝑞−2𝑖−2(𝑍 ∩𝑌𝐼 ,Z)⊕ . . .⊕𝐻𝑞−2𝑖−2(𝑘−1)(𝑍 ∩𝑌𝐼 ,Z),
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0 /∈ 𝐼 îáðàçóþò ïîäêîìïëåêñ 𝐶, ïðè÷åì ôàêòîð ïî íåìó èçîìîðôåí 𝐶[−1]. Äðóãèìè
ñëîâàìè, íóëåâîé ñòîëáåö âòîðîãî ëèñòà åñòü êîíóñ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ 𝐶 → 𝐶.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïðèõîäèò èç îòîáðàæåíèÿ Ãèçèíà𝐻∙−2(̃︀𝑌𝐼∩̃︀𝑌0∩ ̃︀𝑍) →
𝐻∙(̃︀𝑌𝐼 ∩ ̃︀𝑍), êîòîðîå çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ êîïèÿìè êîìïëåêñà 𝐶. Òàêèì
îáðàçîì, åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ñòîëáåö ïåðâîãî ëèñòà àöèêëè÷åí, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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