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K-ãðóïïû Ìèëíîðà è äèôôåðåíöèàëüíûå

ôîðìû:p�àäè÷åñêèé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ Áëîõà

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äîêëàäà ïîä êîëüöîì ìû ïîäðàçóìåâàåì àññîöèàòèâ-

íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. ×åðåç p ìû îáîçíà÷àåì ïðîñòîå ÷èñëî,

îòëè÷íîå îò äâóõ.

0.1. δ�ñòðóêòóðû. Ìû ãîâîðèì, ÷òî êîëüöî R ñíàáæåíî δ�ñòðóêòóðîé,

ïðè íàëè÷èè îòîáðàæåíèÿ δ : R −→ R, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâàì:

• δ(x+ y) = δ(x) + δ(y) +
(xp + yp − (x+ y)p

p

)
(ïîä âûðàæåíèåì â ñêîáêàõ

ìû ïîäðàçóìåâàåì ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-

òàìè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ x è y)

• δ(xy) = xpδ(y) + ypδ(p) + pδ(x)δ(y)

• δ(1) = δ(0) = 1

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà òàêæå (R, δ) íàçûâàåòñÿ δ�êîëüöîì. Ñòðàííûå, íà ïåð-

âûé âçãëÿä, ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ δ îáúÿñíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàñ-

ñìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : R −→ R, òàêîå ÷òî ϕ(r) = rp + δ(r) äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà r êîëüöà R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì àâòî-

ìîðôèçìîì êîëüöà. Áîëåå òîãî, ϕ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì àâòîìî-

ðèçìîì Ôðîáåíèóñà (íàïîìíèì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî ìîäóëþ p àâòîìîðôèçì

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ

p-êðó÷åíèÿ ïîíÿòèÿ δ�ñòðóêòóðû è àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà ðàâíîñèëüíû �

îäíî ëåãêî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî äðóãîìó. Îäíàêî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê.

Ìíîæåñòâî δ�êîëåö {(R, δ)} îáðàçóåò êàòåãîðèþ, â êîòîðîé ìîðôèçìàìè

ìåæäó ïàðàìè (R, δ) è (R′, δ′) ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìû êîëåö f : R −→ R′,

òàêèå ÷òî f ◦ δ = δ′ ◦ f (îòìåòèì, ÷òî îäíî êîëüöî ìîæåò ïðåäïîëàãàòü íàëè-

÷èå íåñêîëüêèõ δ�ñòðóêòóð, êîòîðûì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå îáúåêòû

êàòåãîðèè).

Ïðåäëîæåíèå 0.1. Ïóñòü (R, δ) � δ�êîëüöî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̂ ñîîò-

âåòñòâóþùåå p-àäè÷åñêîå ïîïîëíåíèå lim←−R/p
nR êîëüöà R. Òîãäà ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåííà δ-ñòðóêòóðà δ̂ íà R̂, òàêàÿ, ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

R −→ R̂ èíäóöèðóåò ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ δ�êîëåö.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 0.1 èìååò ìåñòî âàæíîå

Ñëåäñòâèå 0.2. Ïóñòü f : R1 −→ R2 � ãîìîìîðôèçì δ�êîëåö è R2

p�àäè÷åñêè ïîëíî. Òîãäà f îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà

δ�êîëåö R̃1 −→ R2.
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Çàìå÷àíèå 0.3. Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ âìåñòî ôóíê-

òîðà δ�ñòðóêòóðû ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ôóíêòîð àâòîìîðôèçìà Ôðî-

áåíèóñà ϕ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, àðãóìåíò î �ïðîäîëæåíèè ïî íåïðåðûâ-

íîñòè� ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðèàëüíîãî àääèòèâíîãî àâòî-

ìîðôèçìà � â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì èì ïîëüçîâàòüñÿ óæå äëÿ ñëó÷àåâ

p�àäè÷åñêîãî ïîïîëíåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî åñëè â R îòñóòñòâóåò p-êðó÷åíèå, òî íåñëîæíî äîêàçàòü

(ìû îñòàâèì ýòî ñëóøàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ), ÷òî îòñóòñòâóåò îíî è

â R̂, è, êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëæåíèÿ δ íà R̂ ðàâíîñèëüíî ñóùå-

ñòâîâàíèþ ïðîäîëæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà ϕ.

0.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. ×åðåç Ω1
R ìû îáîçíà÷àåì

R-ìîäóëü (àáñîëþòíûõ) äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì êîëüöà R. Íàïîìíèì,

÷òî R-ìîäóëü Ω1
R ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè âèäà dr, r ∈ R, ñ ñîîòíîøåíè-

åì ëèíåéíîñòè d(r + s) = dr + ds è ïðàâèëîì Ëåéáíèöà d(rs) = rds+ sdr,

ãäå r, s ∈ R.
Äàëåå, R-ìîäóëü ΩnR äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñòåïåíè n îïðåäåëÿåòñÿ êàê

âíåøíÿÿ ñòåïåíü

ΩnR :=
∧n
R Ω1

R .

Ïî îïðåäåëåíèþ, Ω0
R = R. ßâíûì îáðàçîì, ΩnR ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì

R-ìîäóëÿ (Ω1
R)⊗nR ïî R-ïîäìîäóëþ, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè âèäà

dr1 ⊗ . . .⊗ dri ⊗ dr ⊗ dr ⊗ dri+1 ⊗ . . .⊗ drn−2 ,

ãäå 0 6 i 6 n− 2 è r1, . . . , rn−2, r ∈ R.
Èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðóïï

d : R −→ Ω1
R , r 7−→ dr ,

îïðåäåëÿþùèé òàêæå ãîìîìîðôèçì ãðóïï

d : ΩnR −→ Ωn+1
R , sdr1 ∧ . . . ∧ drn 7−→ ds ∧ dr1 ∧ . . . ∧ drn ,

íàçûâàåìûé äèôôåðåíöèàëîì äå Ðàìà. Òàê êàê d2 = 0, òî âîçíèêàåò êîìïëåêñ

R
d−→ Ω1

R
d−→ . . .

d−→ ΩiR
d−→ . . . ,

íàçûâàåìûé êîìïëåêñîì äå Ðàìà êîëüöà R. Åãî ãðóïïû êîãîìîëîãèé íàçûâà-

þòñÿ êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà êîëüöà R è îáîçíà÷àþòñÿ Hi
dR(R), i > 0.

Ñîïîñòàâëåíèå êîëüöó R åãî ìîäóëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ΩnR î÷åâèäíî

ôóíêòîðèàëüíî ïî îòíîøåíèþ ê êîëüöó R.

Ïðåäëîæåíèå 0.4. Ïóñòü (R, δ) � δ�êîëüöî è ϕ � ñîîòâåòñòâóþùèé àâ-

òîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà . Òîãäà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìîäóëå Z�ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Ω1

R êîððåêòíî îïðåäåëåí ãðóïïîâîé àâòîìîðôèçì

ϕ

p
: Ω1

R −→ Ω1
R ,

ϕ

p
(adb) = ϕ(a)(bp−1db+ dδ(b)) ,

êîòîðûé, ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðèàëüíûì îòíîñèòåëüíî êàòåãîðèè δ�êîëåö. Áî-

ëåå òîãî, ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ϕ
p ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ôóíêòî-

ðèàëüíûì ãðóïïîâûì àâòîìîðôèçìîì íà Ω1
R, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó



3

p · ϕp = ϕ, â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííîå äåé-

ñòâèå ϕ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè w1, w2 �äèôôåðåíöèàëüíûå 1�ôîðìû, òî èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà

ϕ

p
(w1) ∧ ϕ(w2) =

ϕ

p
(w1) ∧ p · ϕ

p
(w2) = p · ϕ

p
(w1) ∧ ϕ

p
(w2) = ϕ(w1) ∧ ϕ

p
(w2) ,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå ϕ
p ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü

íà ìîäóëü ΩkR (k > 1), ïðè÷åì ïîëó÷èâøèéñÿ ãðóïïîâîé àâòîìîðôèçì òàêæå

áóäåò åäèíñòâåííûì ôóíêòîðèàëüíûì óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó p · ϕp = ϕ.

Áîëåå òîãî, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîìïîçèöèÿ d ◦ ϕp ◦ d èç R â Ω2
R

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, ÷òî äàåò íàì ðàâåíñòâà

d ◦ ϕ
p

(r0dr1 ∧ . . . ∧ drn) = d
(
ϕ(r0) ∧ . . . ∧ dϕ(rn−1) ∧ ϕ

p
(drn)

)
=

dϕ(r0) ∧ . . . ∧ dϕ(rn−1) ∧ ϕ
p

(drn) =
ϕ

p
◦ d(r0dr1 ∧ . . . ∧ drn) .

Òàêèì îáðàçîì, ϕp áóäåò êîììóòèðîâàòü ñ äèôôåðåíöèàëîì d.

Íàêîíåö, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî m > k åäèíñòâåííûì îáðàçîì

çàäàòü ôóíêòîðèàëüíûé ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì ϕ
pk

: ΩmR −→ ΩmR , óäîâëåòâî-

ðÿþùèé ðàâåíñòâó pk · ϕ
pk

= ϕ, ïðè÷åì ýòîò àâòîìîðôèçì òàêæå áóäåò êîììó-

òèðîâàòü ñ äèôôåðåíöèàëîì d. Òåïåðü, äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ öåëåé, ïî àíà-

ëîãèè ñ p�àäè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì êîëüöà R, ìû õîòèì îïðåäåëèòü p-àäè÷åñêîå

ïîïîëíåíèå ìîäóëÿ ΩkR. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñäåëàòü ýòî ìîæíî äâóìÿ ðàçíû-

ìè ñïîñîáàìè: ëèáî ðàññìàòðèâàòü íàïðàâëåííûé ïðåäåë ïî ôàêòîð�ìîäóëÿì

lim←−
n∈N

ΩkR/p
nΩkR, ëèáî � íàïðàâëåííûé ïðåäåë ïî ôàêòîð�êîëüöàì lim←−

n∈N
ΩkR/Ω

k
Rn
,

ãäå Rn := R/pkR. Îäíàêî, â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà I êîëüöà

R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ΩkR/I = ΩkR/
(
IΩkR + dI ∧ Ωk−1R

)
,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáà ýòè ñïîñîáà ñîâïàäàþò, è p�àäè÷åñêîå ïîïîëíåíèå ìîäóëÿ

ΩkR èìååò âèä

Ω̂kR := lim←−
n∈N

ΩkR/p
nΩkR = lim←−

n∈N
ΩkR/Ω

k
Rn

.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî òàê æå êàê è ΩkR, Ω̂kR äàåò íàì êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð

èç êàòåãîðèè êîëåö â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï.

Çàìå÷àíèå 0.5. Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâíîñèëüíîñòè ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ ñðàçó

ñëåäóåò, ÷òî åñëè R̂ ÿâëÿåòñÿ p�àäè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì êîëüöà R, òî èìååò

ìåñòî èçîìîðôèçì Ω̂kR
∼= Ω̂k

R̂
, èíäóöèðîâàííûé åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì

R −→ R̂. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó Z�ëèíåéíîñòè ìîäóëÿ ΩkR åãî p-àäè÷åñêîå

ïîïîëíåíèå Ω̂kR áóäåò óæå Zp�ëèíåéíûì. Íàêîíåö äåéñòâèå ëþáîãî ãðóïïîâîãî
ãîìîìîðôèçìà (òàêîãî êàê äèôôåðåíöèàë d èëè äåéñòâèå ϕ) ïðîäîëæàåòñÿ ïî

íåïðåðûâíîñòè ñ îáû÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà ïîïîëíåííûå.
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Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå ïîëíûé âàðèàíò Ïðåäëîæåíèÿ 0.4:

Ïðåäëîæåíèå 0.6. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 0.4. Òîãäà

äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m > k ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííåí ôóíêòîðèàëüíûé

ãðóïïîâîé àâòîìîðôèçì
ϕ

pk
: Ω̂mR −→ Ω̂mR ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó pk · ϕ
pk

= ϕ, ïðè÷åì ýòîò àâòîìîðôèçì êîì-

ìóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëîì d.

0.3. K-ãðóïïû Ìèëíîðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∗ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóï-

ïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R. Òîãäà n-ÿ K-ãðóïïà Ìèëíîðà êîëüöà R

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð-ãðóïïà

KM
n (R) := (R∗)⊗n/Stn(R) .

Çäåñü Stn(R) � ïîäãðóïïà â (R∗)⊗n, ïîðîæäåííàÿ òàê íàçûâàåìûìè ñîîòíî-

øåíèÿìè Ñòåéíáåðãà, ÿâëÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè âèäà

r1 ⊗ . . .⊗ ri ⊗ r ⊗ (1− r)⊗ ri+1 ⊗ . . .⊗ rn−2 ,

ãäå 0 6 i 6 n− 2 è r1, . . . , rn−2, r, 1− r ∈ R∗.
Íàðèìåð, KM

0 (R) = Z è KM
1 (R) = R∗. Äëÿ ñëó÷àÿ n > 2 êëàññ òåíçî-

ðà r1 ⊗ . . .⊗ rn â KM
n (R) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç {r1, . . . , rn}. Ýëåìåíòû K-ãðóïï

Ìèëíîðà ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè. Ãðóïïîâîé çàêîí â KM
n (R) çàïèñûâà-

åòñÿ àääèòèâíî êðîìå ñëó÷àÿ n = 1.

Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ñîïîñòàâëåíèåK-ãðóïïû Ìèëíîðà

KM
n (R) êîëüöó R ôóíêòîðèàëüíî ïî îòíîøåíèþ ê êîëüöó R.

0.4. Îòîáðàæåíèå Áëîõà. Ïóñòü, ÷òî n > 0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî èìååòñÿ ôóíêòîðèàëüíûé ïî îòíîøåíèþ ê êîëüöó R ãîìîìîð-

ôèçì ãðóïï

d log : KM
n+1(R) −→ Ωn+1

R , {r1, . . . , rn+1} 7−→
dr1
r1
∧ . . . ∧ drn+1

rn+1
,

ïðè÷åì îáðàç ãîìîìîðôèçìà d log ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå (Ωn+1
R )cl ⊂ Ωn+1

R .

Ïðèìåíèâ ê ïðàâîé ÷àñòè åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì Ωn+1
R −→ Ω̂n+1

R ìû ïî-

ëó÷èì ãîìîìîðôèçì

KM
n+1(R) −→ Ω̂n+1

R ,

êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç d log.

Ïåðåéäåì òåïåðü îò êàòåãîðèè δ�êîëåö ê åå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè p�àäè÷åñêè

ïîëíûõ δ�êîëåö (ò.å. òàêèõ ïàð (R, δ) ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì R −→
lim←−R/p

nR ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì). Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå p�àäè÷åñêè ïîëíîå

êîëüöî îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé Zp�àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè âñå íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ p � îáðàòèìû â R (ñàìî p ìû ïî óìîë÷àíèþ

ïîëàãàåì íåîáðàòèìûì). Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåãî äîêëàäà çàêëþ÷à-

åòñÿ â òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé �ïîäêðóòêå� ãîìîìîðôèçìà d log åãî ìîæíî

â áóêâàëüíîì ñìûñëå ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ìû íà÷íåì ñ ñàìîãî òðèâèàëüíîãî

ñëó÷àÿ:
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Ïðåäëîæåíèå 0.7. Ñóùåñòâóåò ôóíêòîðèàëüíûé îòíîñèòåëüíî ïîäêà-

òåãîðèè p�àäè÷åñêè ïîëíûõ δ�êîëåö ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì

logδ : R∗ −→ R , 1

òàêîé, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîìîìîðôèçìîâ èç R∗ â Ω̂1
R èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî (
1− ϕ

p

)
◦ d log = d ◦ logδ . (0.1)

Ïîñòðîåíèå logδ ïðîâîäèòñÿ â äâà �ïðèåìà�. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà ìíîæåñòâå

âñåõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R íîâóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ���: äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëå-
ìåíòîâ r1, r2 ïîëîæèì

r1 � r2 = r1 + r2 + pr1r2 .

Ýòà îïåðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî çàíîâî ïðåâðàùàåò R â àáåëåâó ãðóïïó: òàê, â

÷àñòíîñòè, îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê r ∈ R ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò
r

pr − 1
. Îòìåòèì,

÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü òóò èãðàåò p�àäè÷åñêàÿ ïîëíîòà R, êîòîðàÿ è ãàðàíòèðóåò

îáðàòèìîñòü pr− 1. Òåïåðü ìû ïîñòðîèì logδ êàê êîìïîçèöèþ äâóõ îòîáðàæå-

íèé

R∗ −→ (R,�) , r −→ δ(r)

rp

è

(R,�) −→ R, r −→ −1

p
log(1 + pr) .2

Îáà ýòèõ îòîáðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè ãîìîìîðôèç-

ìàìè: â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñâîéñòâ δ�ôóíêöèé, âî

âòîðîì - èç àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðÿäà 1
p log(1 + px) è ðàâåíñòâà

(1 + pr1)(1 + pr2) = 1 + p(r1 � r2) .

Òàêæå îáà ýòèõ îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíî ôóíêòîðèàëüíû, à çíà÷èò, ôóíêòîðè-

àëüíà è èõ êîìïîçèöèÿ.

Â ÿâíîì âèäå, ãîìîìîðôèçì logδ âûãëÿäèò ñëåäóùèì îáðàçîì:

logδ(r) := −1

p
log
(

1 + p
δ(r)

rp

)
=
∑
k>1

(−1)k
(pk−1

k

)δ(r)k
rpk

. (0.2)

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû áåñêîíå÷íîé ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè p�àäè÷åñêè

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. îíà êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ýëåìåíò êîëüöà R, â ñèëó åãî

p�àäè÷åñêîé ïîëíîòû.

Íàêîíåö, ïðåäëîæåíèå 0.7 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñòàðøèõ ñòåïåíåé. Ïî àíà-

ëîãèè ñ íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòîé ìû íàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàëü-

íûé ãîìîìîðôèçì îòîáðàæåíèåì Áëîõà è îáîçíà÷àåì áóêâîé B.

1Çäåñü R∗ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ, à R � ñîîòâåñòâåííî � ïî ñëîæå-

íèþ.
2Çäåñü ìû ïðèìåíÿåì ê ýëåìåíòó r ðÿä 1

p
log(1 + px) èç Z[[x]], ÷üè êîýôôèöèåíòû

p�àäè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
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Ïðåäëîæåíèå 0.8. Äëÿ ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííåí ôóíê-

òîðèàëüíûé îòíîñèòåëüíî êàòåãîðèè p�àäè÷åñêè ïîëíûõ δ�êîëåö ãðóïïîâîé

ãîìîìîðôèçì

Bδ : KM
n (R) −→ Ω̂n−1R /dΩ̂n−2R ,

òàêîé, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîìîìîðôèçìîâ èç KM
n (R) â Ω̂nR èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî (
1− ϕ

pn

)
d log ≡ d ◦Bδ . (0.3)

Îòîáðàæåíèå Bδ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: òàê, äëÿ ñëó÷àÿ n îíî çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé

Bδ
(
{r1, . . . , rn}

)
=
[

logδ(r1)d log
(
{r2, . . . , rn}

)
+(−1)n−1Bδ

(
{r2, . . . , rn}

)
d log(r1)−

− logδ(r1)dBδ
(
{r2, . . . , rn}

)]
3 ,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îòîáðàæåíèå Bδ, îïðåäåëåííîå äëÿ ñëó÷àÿ n− 1

0.5. Öåëè è ïåðñïåêòèâû. Öåííîñòü ïîñòðîåííîãî íàìè îòîáðàæåíèÿ Bδ
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê îòíîñèòåëüíûì âàðèàíòàì âûøåîïèñàííûõ ôóíê-

òîðîâ â ñëó÷àå íèëüïîòåíòíîãî ðàñùåïèìîãî ðàñøèðåíèÿ δ�êîëåö ( ïîä òàêî-

âûìè ìû ïîíèìàåì êîëüöà âèäà R = S ⊕ I, ãäå I � íèëüïîòåíòíûé èäåàë,

÷üÿ δ�ñòðóêòóðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì δ(S) ⊂ S δ(I) ⊂ (I)). À èìåí-

íî, ïðè íàëîæåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (ñëàáàÿ 5�ñòàáèëüíîñòü

êîëüöà R è îòñóòñòâèå â íåì íåòðèâèàëüíîãî p�êðó÷åíèÿ, à òàêæå îòíîøåíèå

δ(I) ⊂ I2), ìû èìååì âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ýòîò ïðåäïîëàãàåìûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ p-àäè÷åñêèì àíàëîãîì ïîëó÷åííîãî

íàìè ðàíåå â ñòàòüå �Îòíîñèòåëüíûå K-ãðóïïû Ìèëíîðà è äèôôåðåíöèàëüíûå

ôîðìû ðàñùåïèìûõ íèëüïîòåíòíûõ ðàñøèðåíèé� (ñîâìåñòíî ñ Ñ.Î. Ãîð÷èí-

ñêèì).

3Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ Bδ
(
{r2, . . . , rn}

)
è íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé â ïðÿìîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà,

ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà åãî ïðåäñòàâèòåëÿ, â ñèëó çàìêíóòîñòè d log(r1)
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