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1. Бэкграунд из алгебраической геометрии

Пусть X – гладкая проективная кривая рода g (к примеру, над Q).

Дивизором D степени 0 на X называется конечная формальная
линейная комбинация D =

∑
i ni (xi ), (xi ∈ X (Q), ni ∈ Z),∑

i ni = 0.
Рассмотрим два дивизора степени 0: D,E ∈ Div0(X ).
Имеется определенная симметрической билинейная форма
〈D,E 〉 ∈ R (the archimedean height pairing), обладающая рядом
дополнительных свойств, задающих ее единственным образом.
Эта форма имеет множество приложений в алгебраической
геометрии и арифметике (включая теорему Загье и Гросса).
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The archimedean height pairing

Эта форма может быть определена таким образом: пусть P –
носитель D, Можно показать (теория Ходжа), что существует
единственная логарифмическая алгебраическая
дифференциальная форма, определенная над Q:

ωD ∈ Γ(X ,Ω1
X (logP)),

такая, что вычет ее равен Res ωD = D.

Форма ωD хорошо определена с точностью до прибавления
элемента из пространства глобальных голоморфных
дифференциальных форм Γ(X ,Ω1

X ) (имеющего размерность g).
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The archimedean height pairing

Не существует канонического выбора ωD над Q, но можно
выбрать каноническую форму с комплексными коэффициентами.
Стандартная процедура такова: фиксируем единственную
логарифмическую форму

ωD ∈ Γ(X ,Ω1
X (logP))⊗Q C,

такую, что Res ωC
D = D и имеющую «мнимые периоды». т. е.

<
∫
γ
ωC
D = 0

для всех замкнутых кривых в (X \ P)(C).

В таком случае, height pairing:

〈D,E 〉 = <
∫
γE

ωC
D ,

где γE – ориентированный цикл, граница которого - это дивизор
E .
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Функция Грина

Чтобы вычислить этот интеграл, определим функцию Грина как
гармоническую функцию gD : X \ P(C)→ R, удовлетворяющую
свойству:

d gD = ωC
D + ω̄C

D

Тогда
〈D,E 〉 =

∑
j

njgD(xj),

где E =
∑

j nj [xj ] и xj – точки в X (Q̄).
Менее известна формула:

〈D,E 〉 = − 1

2πi

∫
X (C)

ω̄C
D ∧ ωC

D

(Brown, Dupont ввели понятие «single-valued integration pairing»)
(подынтегральное выражение не является гладкой функцией)
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Пример: род ноль

Пусть X = P1. Пусть D = z1 − z2, E = p1 − p2. В таком случае,

ωD =
dw

w − z1
− dw

w − z2

(единственна, поскольку род X ноль)

Поскольку уже имеет мнимые периоды (а именно, 2πi), имеем
ωD = ωC

D .
Функция Грина принимает вид:

gD = log |w − z1|2 − log |w − z2|2

и
height pairing:

〈D,E 〉 =
1

2πi

∫
X (C)

(
dw

w − z1
− dw

w − z2

)
∧
(

dw

w − p1
− dw

w − p2

)
(заметим, что если z1, z2, p1, p2 не все различны, интеграл
расходится)
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Кривые Гекке

Рассмотрим случай, когда X – модулярная кривая
Y0(N) = H \ Γ0(N), где H –верхняя комплексная полуплоскость и
Γ0(N) – когруэнц-подгруппа модулярной группы уровня N.

Для всякого натурального N рассмотрим кривую T̃N в
Y 2 = Y0(1)× Y0(1), которая является графиком N-го молярного
соответствия (кривая Гекке).

Прообраз кривой T̃N на произведении двух верхних
полуплоскостей (обозначим TN) состоит их всех точек (z1, z2),
таких, что z2 = Mz1 (M – это примитивная матрица с
определителем N).
Мы строим представителей когомологических классов
пространства Y 2 \ TN , начиная с представителя Ω1,0

Y 2

〈
logT̃N

〉
(«модулярного ядра Коши»)
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Модулярное ядро Коши

Модулярное ядро Коши: (неформально)

ξN =
1

2

∑
γ∈Γ0(N)

(z2 − z̄2)dz1

µγ(z1,−z2)µγ(z1,−z̄2)

где
µa b

c d

(z1, z2) = cz1z2 + dz2 + az1 + b,

или µγ(z1, z2) = (1 z2)γ

(
z1

1

)
.
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Автоморфная функция Грина

Автоморфной функцией Грина GΓ0(N)\H или резольвентой ядра
называется Γ0(N)-инвариантная функция на H×H,
гармоническая по обеим переменным и имеющая
логарифмическую особенность на DN = {(z , γz) | γ ∈ Γ0(N)}.

Естественно предположить, что функция GΓ0(N)\H(z1, z2) – есть

ряд
∑

γ∈Γ0(N)/±1 log
∣∣∣ z1−γz2
z̄1−γz2

∣∣∣, однако данная функция расходится
как

∑
1/n.
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Автоморфная функция Грина

Поэтому в качестве автоморфной функции Грина была
предложена следующая функция:

GΓ0(N)\H(z1, z2, s) = −2
∑

γ∈Γ0(N)/±1

Qs−1

(
1 +

|z1 − γz2|2

2=(z1)=(γz2)

)
,

(z1, z2 ∈ H, z2 6= Γ0(N)z1),

где Qs−1 =
∫∞

0

(
t +
√
t2 − 1 cosh u

)−s
du (t > 1, s > 0) –

функция Лежандра второго рода.

Более точно:

GΓ0(N)\H(z1, z2) = lim
s→1

(GΓ0(N)\H(z1, z2, s)− es(z1, z2)).

Здесь функция es(z1, z2) является некоторой комбинацией рядов
Эйзенштейна и элементарных функций (см. работу Загье-Гросса).
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Автоморфная функция Грина

Автоморфная функция Грина играет ключевую роль в работе
“Heegner points and derivative of L-series” Бенедикта Гросса и Дона
Загье, в которой значение функции Грина было связано с высотой
дивизоров степени 0 на модулярной кривой X0(N) и с
производными L-функций параболических форм веса 2 и уровня
N.
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Автоморфная функция Грина

Рассмотрим 1-форму

ξN(z1, z2) =
1

2

∑
γ∈Γ0(N)

(z2 − z̄2)dz1

µγ(z1,−z2)µγ(z1,−z̄2)

Мы доказываем, что регуляризованный интеграл

(2πi)−1

∫ reg

ΦN

(ξN(z , u)− ξN(z , v)) ξN(z ,w) dzdz̄ ,

(где u, v ,w – некоторые точки на верхней комплексной
полуплоскости H, ΦN – фундаментальная область группы Γ0(N))
есть предел GΓ0(N)\H(w , v)− GΓ0(N)\H(w , u).
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Некоторые применения модулярного ядра Коши – 1

(1) Используем ΞN(z1, z2) для доказательства интегрального
представления действия оператора Гекке на пространстве
параболических форм веса 2 относительно группы Γ0(N) (обобщение
одного из результатов Цагира 1978 года)

Theorem

Пусть ΦN – фундаментальная область для модулярной группы Γ0(N) в
H и пусть род группы Γ0(N) больше нуля. Тогда, для всякой
голоморфной параболической формы f веса 2, верно, что∫

ΦN

f (z1)ωm,N(z1, z̄2)dz2dz2 = f ∗ ωm,N(z1, z̄2) = 2πim−1 (T2(m)f )(z1),

(1)
где ωm,N(z1, z̄2) – есть регуляризованный ряд

∑
γ∈M(m,N)

1
µγ(z1,z̄2)2 .
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Некоторые применения модулярного ядра Коши – 2

(2) Арифметические приложения для случая, когда род
конгруэнц-подгруппы равен нулю. Элементарное доказательство
формулы бесконечного произведения для разности двух
нормализованных образующих кольца модулярных функций JΓ0(N)

группы Γ0(N).

Theorem

Пусть p = e2πiz1 , q = e2πiz2 . Пусть pr ′,N(r) – r -ый коэффициент Фурье
ряда Пуанкаре с параметром r ′ > 0, тогда

JΓ0(N)(p)− JΓ0(N)(q) =

=

(
1

p
− 1

q

) ∏
r>0
r ′>0

∏
d |(r ,r ′,N)

(
1− prqr

′
)p1,N(rr ′/d2)·d2/rr ′

.
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Некоторые применения модулярного ядра Коши – 2

Хорошо известен такой результат:

JΓ(p)− JΓ(q) = p−1
∏
r>0
r ′∈Z

(1− prqr
′
)c(rr ′),

где JΓ(p) = j(p)− 744 = 1
p +

∑
n>0 c(n)pn.

This beautiful identity was found in the 80’s independently by Borcherds,
Koike, Norton, and Zagier. It is the denominator identity of the monster Lie
algebra, which is a generalized Kac-Moody algebra with an action of the
Monster simple group.
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Некоторые применения модулярного ядра Коши – 2

Ключом для доказательства предыдущей теоремы служит следующее
тождество:

Theorem

Пусть

E∞2,N(z) =
1

2

∑
Γ∞\Γ0(N)

1

(cz + d)2

стандартный ряд Эйзенштейна для параболической точки i∞. Тогда(
ΞN(z1, z2)(z2 − z̄2)− 2πi E∞2,N(z1)

)
dz1 =

= dz1 log
∣∣JΓ0(N)(p)− JΓ0(N)(q)

∣∣2
(правая часть – это ∂/∂z1-производная функции Грина (для случая
группы рода 0).
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(2) Ряды Пуанкаре в параболической точке i∞ с комплексным
параметром s задаются формулой:

P∞N,r ′(z , s) =
1

2

∑
γ∈Γ∞\Γ0(N)

e−2πir ′γz1

(cz + d)2|cz + d |2s−2
.

Theorem

Пусть p = e2πiz1 , q = e2πiz2 , q̃ = e2πi z̄2 , тогда

1

2πi
ΞN(z1, z2)(z2 − z̄2) =

= 2πi lim
s→1

(
E∞N (z1, s) +

∑
r ′>0

P∞N,r ′(z1, s) qr
′

+
∑
r ′<0

P∞N,r ′(z1, s) q̃r
′

)
.
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Некоторые применения модулярного ядра Коши – 3

(3) Функция Ξ тесно связана с теорией слабогармонических форм
Мааса и, частности, может быть использована для вывода точной
формулы действия дифференциального оператора Раманауджана θ
(при помощи которого можно, например, получить другое
доказательство алгебраичности J-функции в точках Хегнера)
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Сложности

Все эти результаты требуют тщательного анализа сходимости и
рассмотрения регуляризованных пределов функций.
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Случай модулярных поверхностей Гильберта

2.2. Случай модулярных поверхностей Гильберта

Некоторые результаты предыдущей части были обобщены на
случай классических модулярных поверхностей Гильберта.

Вводится функция ΞHil(z1, z2)(z2 − z̄2), инвариантная
относительно действия модулярной группы Гильберта и имеющая
логарифмическую особенность вдоль дивизора Хирцебруха-Загье.
m/D ΞHil,m(z1, z2) = ψm(z1, z2) + υm(z1, z2), где υm(z1, z2) не
имеет особенностей (с помощью этой функции можно получать
параболические формы относительно Γ0(m)) и ψm(z1, z2) имеет
простой полюс на Tm (переписывается в виде бесконечного
произведения).
Основная теорема – это доказательство аналога одного из
результатов выше: получаем формулу для функции Грина на
модулярной поверхности Гильберта как интеграл от ΞHil Ξ̄Hil вдоль
фундаментальной области.
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Случай модулярных поверхностей Гильберта

Теорема

Пусть D = p и p ≡ 1 (mod 4), тогда ограничение функции Грина
Φn(z ,w) на дивизор Хирцебруха-Загье Tm задается следующим
интегралом:

Φn(z ,w) |Tm =

2πi
m

D

∫ reg

FΓ0(m)

(ΞHil,n(z ,w) dz + ΞHil,n(w , z) dw)

∣∣∣∣
Tm

Ξm(z , u) dz+2πiA,

(2)
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Случай модулярных поверхностей Гильберта

H где FΓ0(m) – фундаментальная область для конгруэнц-подгруппы
Гекке Γ0(m),
H ΞHil,n(z ,w)|Tm – ограничение модулярного ядра Коши на дивизор
Хирцебруха-Загье

Tm =
⋃

M∈A(m)

{
(z ,w) ∈ H2; w = −Mz

}
,

и
H A = π/(2i)

∑
λ̂ – константа, где λ̂ = |λ|, если λ ∈ d−1

K , λλ′ = −m/D
и |λ=z | ≤ |λ=w | или |λ=w | ≤ |λ=z |.

Сахарова Нина Модулярное ядро Коши и кривые Гекке 25.10.2019 22 / 24



Случай модулярных поверхностей Гильберта

Что дальше?

При помощи ядра Ξ можно привести конструкцию модулярных форм
на дополнении к набору кривых Гекке с заданными вычетами (более
сложные периоды на модулярных кривых и их произведениях,
возможное определение «модулярного дилогарифма» и пр.)
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Случай модулярных поверхностей Гильберта

Конец. Спасибо!
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