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Комбинаторной зеркальной симметрией называется чисто ком-
бинаторный подход к зеркальной симметрии, основанный на по-
лярной двойственности в классе специальных целочисленных мно-
гогранников, введённых лектором и называемых рефлексивны-
ми [Ba94]. Платоновы тела дают самые известные примеры по-
лярно двойственных пар многогранников: куб-октаэдр, икосаэдр-
додекаэдр. Для комбинаторной зеркальной симметрии существен-
ным обстоятельством является то, что рассматриваемые рефлек-
сивные многогранники ∆ имеют вершины в целых точках решётки
M , а вершины полярно двойственных рефлексивных многогранни-
ков ∆∗ принадлежат двойственной решётке N . Решётку M мож-
но отождествить с решёткой характеров X (T ) некоторого алгеб-
раического тора T , а соответствующую двойственную решётку N
с решёткой однопараметрических подгрупп в T . Именно по этой
причине основным инструментом данного комбинаторного подхо-
да является теория торических многообразий [Da78]. Kомбинатор-
ная зеркальная симметрия позволяет проинтерпретировать обна-
руженную физиками зеркальную двойственность для многообра-
зий Калаби-Яу с помощью перехода от M к двойственной решётке
N , при которой рефлексивный многогранник ∆ заменяется на по-
лярный рефлексивный многогранник ∆∗, a многогранник ∆∗ на
(∆∗)∗ = ∆.

Цель лекций состоит в том, чтобы максимально доступно объяс-
нить связь между рефлексивными многогранниками и многообра-
зиями Калаби-Яу, а также проинформировать слушателей о даль-
нейших методах и результатах, полученных в связи с этой комбина-
торной двойственностью при исследовании зеркальной симметрии
за последние четверть века. В лекциях будут рассмотрены следу-
ющие темы:

(1) Торические многообразия. Ковариантное описание ториче-
ских многообразий с помощью вееров из конусов. Контра-
варинтное описание торических многообразий с помощью
целочисленных многогранников. Критерий гладкости. Раз-
решение особенностей торических многообразий с помощью
симплициальных подразбиений конусов. Дивизоры Вейля и



Картье на торических многообразиях, критерий обильно-
сти. Числа Бетти торических многообразий. Многочлен Эк-
харта целочисленного многогранника. Кольцо когомологий
гладкого проективного торического мноообразия [Da78].

(2) Гладкие проективные бирациональные модели невырожден-
ных гиперповерхностей в торе. Комбинаторное вычисление
чисел Ходжа-Делиня невырожденных гиперповерхностей в
торе [DKh86].

(3) Обобщённые гипергеометрические функции Гельфанда, Зе-
левинского и Капранова, связанные с торическими много-
образиями [GKZ89]. Выпуклые триангуляции многогранни-
ка Ньютона и их связь с вторичными многогранниками
[GKZ90]. Вторичный веер торического многообразия [OP91].

(4) Рефлексивные многогранники. Построение гладких проек-
тивных многообразий Калаби-Яу по рефлексивным много-
гранникам размерности не более 4. Комбинаторное вычис-
ление чисел Ходжа многообразий Калаби-Яу [Ba94]. Струн-
ные числа Ходжа особых многообразий [BB96]. Обобщение
двойственности для рефлексивных многогранников на слу-
чай полных пересечений Калаби-Яу в торических многооб-
разиях [BB97].

(5) Вычисление инвариантов Громова-Виттена для гиперпо-
верхностей и полных пересечений Калаби-Яу в торических
многообразиях с помощью обобщённых гипергеометриче-
ских функций [BvS95].

(6) Вертексные алгебры, связанные с торическими многообра-
зиями и их применения в комбинаторной зеркальной сим-
метрии [Bo01, Bo13, BH13].
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